TRANSFERTS
THERMIQUES







Table des matieres

[N L@ L AN O N 1L 14 4
1. GENERALITES SUR LES TRANSFERTS DE CHALEUR ....cmutteeee ettt s eaaa e 5
1.1 INTRODUGCTION . ...uuuuiiitttueieiettsteetttaa e estessas s smmmmmssssssaassesesbanessssaassssssbansss s mm———esbasssssssassssssssnnssssessnseessssans 5
1.2 DEFINITIONS ..ttt i eettte ettt e e ettt e et eea e s ammmmms e s s e s b e e s e e b b e e s e e aas s ee e s bbaa e s s s bmmmmm s s b s e e s s s bassessebbansasesansssasnbren 5.
1.2.1  Champ d€ tEMPEIAIUIE.......ccuuieieieeeie s ieeemeereesteeesteesteesbeessbeesseeessee e s mmmnse e seeanseesnteessteeasaeenseeenses 5
1.2.2  Gradient A€ tEMPEIALUIE..........c.eeiueee s e stveesteeanseessteessteessseesseesmmmmnsssseesnseessseesssesssseesseseses 5
1.2.3 [l O e (STl g T= 1 =T U | TR 5
1.3 FORMULATION D’ UN PROBLEME DE TRANSFERT DE CHALEUR......ccuuiiiiiitiieieiieiiieeeisiaesssssmmmmmesbaaessessnnsns 6
e B0 R =71 =T o =T =T o = SRS 6
1.3.2  EXPression des flUX A’ ENEIGIE........cuiiieeeeceee ittt ettt et ete e snae e sneeenreeenes 6
2 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION EN REGIME PERMA NENT ..o, 9
2.1 L' EQUATION DE LA CHALEUR .1uuuiiiittiieettit e eetett s sesttbaaeesse s mmmmms st bassssseaan s ses st bansssesasssessssas smmmmntan s ssssbbanssssnns 9
2.2 TRANSFERT UNIDIRECTIONNEL .11t tittttuieeestttesstssasseesssssssssssmmmmnssssssssssssssseesstsnessesssseeessssmmmnntsnsessssnnn. 10
N R |V 101 811 11] o L= USSP OPURRUPPR 0.1
2.2.2 MUE MURICOUCRNES ...t e e ettt e e s e e e e e e aaaaa s s e e s eesseeessbaaaans 11
A T |V [0 oo 0] oo 13 (= RSP RROPRRN 12
2.2.4  Cylindre creux loNng (TUD)........coo i et 13
2.25  Cylindre creux MUICOUCNES .......couiii ettt emmeee et e s ate e enneeaans 14
2.2.6  Prise en compte des transferts radiatifs .......cooeoo i e 15
2.3 TRANSFERT MULTIDIRECTIONNEL. .. tttuuuiiiettuntesiesssseessssasesssssummmnnsssssssessssseessssntesesssnessessnssommmmnssesssses 16
2.3.1 Méthode du COEfICIBNT A& TOIMIE ..ot e e e e e e e e e e e e 16
2.3.2  MELNOUES NUIMETIQUES ...eouveieueeeieeee et s e essseessaeessaeansesansesssseessssmmmnms ssseessseansessnsessnsessssesssnes 17
2.4 I SN[ 1 TN 20
P A I = To [0 F= aTo ] o L= = W o 1= L (= OSSPSR 20
2.4.2  Flux extrait par UNE @IlETEE ..........oi ittt e et e e et e e nnree s 21
2.4.3 EffiCACIEE A'UNE QUIETEE ...ttt emmmmma ettt e et e e e e e e e e e e e aaeeeeeeeeeeas 24
2.4.4 (08 010 1D dlo [STS3E= 1 (=L 1 (TR 25
3 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION EN REGIME VARIA BLE....ccccoiiiiiiiee. 27
3.1 CONDUCTION UNIDIRECTIONNELLE EN REGIME VARIABLE SANSCHANGEMENT D ETAT cvvvuiiiiiieieeierieeeeeens 27
3.1.1  Milieu & temperature UNITOMME .......couiiiieceeeesieeesieeeiee st see e tee et s mmmmnre e sraeesrae e sraeenreeenrenans 27
3.1.2 IMITIEU SEIMI=INTINT 1.t et e e e e e e e e e et e et b e e e e s s st s s s baa e e s sssasseses s bbb eaeeaaas 28
3.1.3  Transfert unidirectionnel dans des milieux limitgdaque, cylindre, sphére............ccccceeeene 35
3.1.4  Systemes complexes : méthode des qUAANPOIES.cccee- vvieiiieciiiiie e 52
3.2 CONDUCTION UNIDIRECTIONNELLE EN REGIME VARIABLE AVECCHANGEMENT D ETAT cevvvviiiiiiiieeieiineeeenns 57
3.3 CONDUCTION MULTIDIRECTIONNELLE EN REGIME VARIABLE .....uuiiitiieiiiiiiiiieeesteessesaa s e s smmmmms s s ssaansessnsnns 59
3.3.1 THEOIrEME dE VON NEUMBN. ......uuueeeieeeees i s e e s s e aasbaesssssssseeeesssssmmmmmsesseesssesssssssssssnssrnnns 59
3.3.2  Transformations intégrales et séparation de vaBahl..............ccceveveiiieiii s 59
TRANSFERT DE CHALEUR PAR RAYONNEMENT ....cooiiiiiieeeee et ee v 63
4.1 GENERALITES DEFINITIONS ...ttt tiiittteeiitttiseststteeeseasas s smmmmmsesssssassessstanssssesssssessssssnsssessmmnnntesssnssssessnseens 63
4.1.1  NAUIe dU FAYONNEIMENT .....oiiiiii ettt e ettt et et e e et et e e aabe e e s sbseommmmse e e s nbe e e anbeeeeanbeeeeanbeaaaas 63
41.2 (DL {1 VL H(0] o F IR 64.
4.2 LOIS DU RAYONNEMENT...ttuutiittttteeitstiiesestaaessessas s ammmmmssssssnssssssssnssssssssssesssssanssssmmnnntssssssssssssstesssrsnns 67
42.1 (I Y Io [0 =1 0] o 1= o T 67
A W o T (=3 o] VA< (o [ TSR UPRTP 67
4.3 RAYONNEMENT RECIPROQUE DE PLUSIEURS SURFACES ....u.iiitttiieiitiieeisttieessssas s smmmmmssesssssnssssesssssesssses 70
4.3.1  RaAIOSItE € fIUX NEL PEIUU ......cvei et s st steeesteeeteeseteestaeestee e tessmmmmsseessseessseessaeesraeesseesnsenses 70
4.3.2  Facteur de forme gEOMELNGUE ........eoviiieeeeeriee st e steeesieeeieeseeestaeesse s emmmmms et eenseesnseessseesneen 70
433 (0= 1 (o8 | W0 [T 11 ) T 71
N A\ g = oo L=< (= Tox 1 o [ = USSP 73

Yves Jannot 1



Transferts et échangeurs de chaleur

4.4 EMISSION ET ABSORPTION DES GAZ......cuuuiieittunieiistiieeestunessesimmmmntsssssssssssssseeestsessesssneessssssmmnmmasses 75
4.4.1  Spectre d’EMISSION UES JAZ.......cccueiiieriiieiiee it e st e seresteesteesseeesssssmmemsseessesaseesnseessseessseesses 75
4.4.2  Echange thermique entre Un gaz €t UNE ParOih.ccce oo iueeaiiieiieiiieaeeiiee e emeeme e 75

5 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONVECTION ...ouuuiiiii ittt s e s e e e e s et a e e 77

51 RAPPELS SUR [LANALYSE DIMENSIONNELLE .....ciiitttieeittieeiistisieeestsasessssmmmmmsssssssssssssassesssssnnsesesssseesssses 1.7
51.1 Dimensions fondamentales
5.1.2  Principe de la méthode......................

L0 RS R = (=T 1 a0 (=0 0 =T o] ][ o=V 1o ] [ USRI
5.1.4  Avantages de l'utilisation des grandeurs rédUItES..........ccoevcueeiieeiieenee et scemcmmre e 79

52 CONVECTION SANS CHANGEMENT DETAT utuuiiiitttiieiettieestessnsiessstsnessssmmmmnssssssssssssssneessssnesssssnieeessnmn 80
5.2.1 GENEIaAlItES. DETINIIONS.....cciiiiiieee et e ettt e e e e e st e s e e e e e eeeeesseessssssssrssnssennns 80
5.2.2  Expression du fluX de Chal@uUT ......... ..o e 81
5.2.3 Calcul du flux de chaleur en CONVECHION fOIrCER ...........uuueeriieiiiieiieeeeee et e e e e e aaees 82
524 Calcul du flux de chaleur en convection NAUIEllE...........oooveeeiiiiiiee e 87

53 CONVECTION AVEC CHANGEMENT DETAT 1utuutiiitttieiettieestestntesesssnessssmmmmnssssssssssssssneessssinesssssnieeessnmn 88
53.1 (@] [0 =T 01721110 o F TR 88
5.3.2 [ o 10 1T (T o TR al.

6 INTRODUCTION AUX ECHANGEURS DE CHALEUR ......ccooit et 95

6.1 LES ECHANGEURS TUBULAIRES SIMPLES......uuuiiiitttiieitttieeiiesiniessssasimmmmasssssstsnsesssssnsteesstsneessess e 95
6.1.1 GENEIaAlItES. DETINIIONS.....cciiiieieee ettt ettt ae e e e e s et e e e e e e e eeeeesseessssssssrsssssennn 95
6.1.2  Expression du fluX EChANGE..........ouii e et 95
6.1.3  Efficacité d'Un ECRANGEUN.........cccui ittt et eeree e 100
6.1.4 NOMDIe d’UNItES A trANSTEIT. .......uuiieeteeeeeee et emmmmr e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eesseaas 101
6.1.5  CalCul d’'UN ECRANGEUT......c.cei ettt ettt et emmemm e e be e s see e seeenteeenteeenes 103

6.2 LES ECHANGEURS A FAISCEAUX COMPLEXES ... .cittuuiiiiitttiieiestieetstinessssmmmmnssssssssssssssnessssseessssneeesrne. 103
6.2.1 (T =T =1 [ L=T TR 103
B.2.2  ECRANQEUN 1-2 ...ttt ettt et emmmemt e skt ee e bt e e e e bt e e e nbe e e e anreaean 104
6.2.3  ECRANQEUN 2-4 ... ettt et emmmeme e s h e bt e e e e b e e e e be e e e aareaean 104
6.2.4  EChanQeur & COUMANTS CIOISES ......cuiiiuriereereteieriteesteesteeste e saeesee s sammmems st e snbeesnteesseeenseeenes 105
6.2.5  Echangeurs frigorifiqUES ........o ittt et e e eaeea s 106

BIBLIOGRAPHIE ... oot e et e ettt e e e e e e eeeeeeeaas bbb mmmmm s s s s e e seeessbbaaa s sesssasaessssssssssmmmmns s s 109

ANINEXES ... oottt mmmm— e oo e e ettt ettt seeeeeaaeett e e e aaaa s m—————aeeeeeesetaaaaateeeaettteeettaaanan s —————teerrrres 110

A.1.1 :PROPRIETES PHYSIQUES DE CERTAINS CORPS......cutuiiiiittiiiiiitiiiteetttinesssimmmmnssssssssessssssessssineessssssseessrne, 110

A.1.1 :PROPRIETES PHYSIQUES DE'IAIR ETDE L'EAU . .ccttuuiiiittiiieittiiessessiiestsssns immmmmsssssssssnssssssssssesssssneessesnnnns 111

A.2.1 :VALEUR DU COEFFICIENT DE FORME DE CONDUCTION. ... .ccctuuuiiiittttieeissseeressinesssmmmmnsssssssssssssssnseesesnnnns 113

AL2.2 EFFICACITE DES AlLE TTE S .. iitttutiittttttietettueettssuseesssss mmmmmtssssssestasestssneeessttestssnnssmm—————sssrneessernns 114

A.2.3 :EQUATIONS ET FONCTIONS DEBESSEL.....iituuuiiiittuuieiissiiesesssnsesessimmmmnssssnsestssssssessstsneesiesseesssnn. 115

A.3.1 :PRINCIPALES TRANSFORMATIONS INTEGRALES LAPLACE, FOURIER, HANKEL ......uuoiiiiiiiiiiiciiiieceeeeiie e 117

A.3.2 :TRANSFORMATION DELAPLACE INVERSE. ... .iittuuiiiettttieiiiistiiesestannessss mmmmmsessssssssssssssesssssnsesssssnseeessson 119

A.3.3 :CHOIX DES TRANSFORMATIONS INTEGRALES POUR DIFFERENBECONFIGURATIONS .....ccivviiieceiie e seeias 121

A.3.4 'V ALEUR DE LAFONCTION ERF...uuuiiiittiiiiittteesiistateesstsnsssssmmmmnsssssasssssssssesssssnsessssssseeessss mmnnntsssessssnnns 123

A.3.5 :MILIEU SEMI-INFINI AVEC COEFFICIENT DE TRANSFERT IMPOSE......cccttuiiiiiitiiiieeitiieesiesinsesimmmmmsesessnnns 123

A.3.6 :MATRICES QUADRIPOLAIRES POUR DIFFERENTES CONFIGURAINS.......cuuiiiiiittiiiieieriiieersssneeressimmmnnseses 124

A4 1 EMISSIVITE DE CERTAINS CORP S .. cittuiiiiitttiiiitttitiesttsueeesss mmmmmtssasettesaneetsstaaestestatessssnssmmm———.esssses 126

A.4.2 :FRACTION D' ENERGIEFg. 1 RAYONNEE PAR UN CORPS NOIR ENTREBET A.vvvviiiiiiiiiiciieeeeeee e eeeeens 271

A.4.3 :FACTEURS DE FORME GEOMETRIQUE DE RAYONNEMENT......cuuuiiiiittiiiiietiiieesssinessesimmmmmsesssnesssssnneessssns 128

A.4.4 :EPAISSEURS DE GAZ EQUIVALENTES VISA-VIS DU RAYONNEMENT....ccttuuiiiirtiiieeirtieesresineessssnnssmmmmmseas 131

Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy



Table des matieres

A5.1 :LES EQUATIONS DE CONSERVATION. ....iitttuiiiittttietissusesesssanssssmmmmnssssssssssssssssessssssssesssssseesess mmmnnssses 132
A.5.2 :CORRELATIONS POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS DE TRARERT EN CONVECTION FORCEE............... 138
A.5.3 :CORRELATIONS POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS DE TRARERT EN CONVECTION NATURELLE......... 140
A.6.1 : ABAQUESNUT = F(IN) POUR LES ECHANGEURS ......uuttteatteaeaiteeaesuteeestseasssemmmsteeasanbeeesssseessseeassnnsessnnees 141
A.7 :METHODES DESTIMATION DE PARAMETRES ......ciittiiiiiiiituuttunntinnstseeeeeesssmmmmmsaseseeessessssssnssssssssnssssssssenes 141
A.7 :METHODES DESTIMATION DE PARAMETRES ......cciitiiiiiiiiuiutiunntisnssrereeeesssmmmmsaeeeeeessesssssssnsssssssssssssssssenes 142
EXERCICES ... ..ottt eeee et ettt e ettt e e sttt e e e ettt e e s tee e e s immmmmateeeesateeeeabeeeesaseeeesnseeaeantesssmmmmme e esnee s 148

Yves Jannot 3



Transferts et échangeurs de chaleur
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Généralités sur les transferts de chaleur

1. GENERALITES SUR LES TRANSFERTS DE CHALEUR

1.1 Introduction

La thermodynamique permet de prévoir la quantitdléod’énergie qu’'un systéme doit échanger avec
I'extérieur pour passer d'un état d'équilibre aaurre.

La thermique (ou thermocinétique) se propose derdéquantitativement (dans I'espace et dansrgps}
I'évolution des grandeurs caractéristiques du systé&n particulier la température, entre I'étatdiébre initial
et I'état d’équilibre final.

1.2 Définitions
1.2.1 Champ de température

Les transferts d’énergie sont déterminés a pasirl’évolution dans I'espace et dans le temps de la
température : T = f (X,y,z,t). La valeur instantarde la température en tout point de I'espace rstcalaire
appelé_champ de températuxpus distinguerons deux cas :

- Champ de température indépendant du temps : Imeégst dit permaneou stationnaire.
- Evolution du champ de température avec le tempsédime est dit variableu transitoire.

1.2.2 Gradient de température

Si I'on réunit tous les points de I'espace qui Eantméme température, on obtient une surface difacai
isotherme. La variation de température par unitédodgueur est maximale le long de la normale aultéase
isotherme. Cette variation est caractérisée pgrdéient de température :

Isotherme §

—

- =0
grad(T) grad (T): n a—-; (1.1)

Figure 1.1 : Isotherme et gradient thermique

—

Avec: n vecteur unitaire de la normale

oT o .
— dérivée de la température le long de la normale.
on

1.2.3 Flux de chaleur

La chaleur s’écoule sous l'influence d'un gradiéattempérature des hautes vers les basses termegrata
guantité de chaleur transmise par unité de temparatnité d'aire de la surface isotherme est @gpaénsité de
flux de chaleur :

_1dQ (1.2)
S dt

Ou S est l'aire de la surfaceqm

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleanmsmise sur la surface S par unité de temps :

dQ

*=

(1.3)
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1.3 Formulation d’'un probléme de transfert de chale ur

1.3.1 Bilan d’énergie

Il faut tout d’abord définir un systéme (S) par Bestes dans I'espace et il faut ensuite étabinventaire
des différents flux de chaleur qui influent sutd®du systéme et qui peuvent étre :

(S)

ds: flux de chaleur stocké
be " dg s by flux de chaleur généré| dansle systéme (S)
s \ b flux de chaleur entrant
¢s flux de chaleur sortant

Figure 1.2 : Systeme et bilan énergétique

On applique alors le®1principe de la thermodynamique pour établir larbid’énergie du systéme (S) :

P+ g =0s+0g (1.4)

1.3.2 Expression des flux d’énergie

Il faut ensuite établir les expressions des diffé&yélux d'énergie. En reportant ces expressioms di bilan
d’énergie, on obtient I'équation différentielle ddearésolution permet de connaitre I'évolutioaéempérature

en chaque point du systeme.

1.3.2.1 Conduction

C’est le transfert de chaleur au sein d’'un milipague, sans déplacement de matiére, sous l'ingudnce
différence de température. La propagation de léeahgar conduction & I'intérieur d’'un corps s'efige selon
deux mécanismes distincts : une transmission parilieations des atomes ou molécules et une trassmi par

les électrons libres.
La théorie de la conduction repose sur I'hypothgsed~ourier : la densité de flux est proportionnelle
gradient de température :

¢ =-2 Sgrad(T) (1.5)

Ou sous forme algébrique : d=-2 SZ—T (1.6)
X

Flux de chaleur transmis par conduction (W)

Avec: ¢

A Conductivité thermique du milieu (which
X

S

Variable d’espace dans la direction du flux (m)
Aire de la section de passage du flux de chaleu (m?)

6 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy
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T]_ T]_ > Tz

v

Figure 1.3 : Schéma du transfert de chaleur conifluct

On trouvera dans le tableau 1.1 les valeurs derauctivité thermiqué de certains matériaux parmi les
plus courants. Un tableau plus complet est donrehaaxe A.1.1.

Tableau 1.1 : Conductivité thermique de certaingémaux

Materiau A (W.mit.°C?Y || Matériau A (W.mit.°Ch
Argent 419 Platre 0,48
Cuivre 386 Amiante 0,16
Aluminium 204 Bois (feuillu-résineux) 0,12-0,23
Acier doux 45 Lieége 0,044-0,049
Acier inox 15 Laine de roche 0,038-0,041
Glace 1,88 Laine de verre 0,035-0,051
Béton 1.4 Polystyréne expansé 0,036-0,047
Brique terre cuite 11 Polyuréthane (mousse) 0MmBa5
Verre 1,0 Polystyréne extrudé 0,028
Eau 0,60 Air 0,026

1.3.2.2 Convection

C’est le transfert de chaleur entre un solide efluide, I'énergie étant transmise par déplacendentiuide.
Ce mécanisme de transfert est régi par la loi detdie:

Fluide & T, ¢

o=hs(r,-T1.) (1.7)

Tp

Figure 1.4 : Schéma du transfert de chaleur confvect

Avec :
¢ Flux de chaleur transmis par convection
h Coefficient de transfert de chaleur par coneecti (W m?°C?
Tp Température de surface du solide (°C)
To  Température du fluide loin de la surface du solide (°C)
S Aire de la surface de contact solide/fluide A(m

Remarque La valeur du coefficient de transfert de chalear convection h est fonction de la nature dudéuyi
de sa température, de sa vitesse et des caragtérsstgéométriques de la surface de contact
solide/fluide.

1.3.2.3 Rayonnement

C’est un transfert d’énergie électromagnétiqueeedaux surfaces (méme dans le vide). Dans lesgmais|
de conduction, on prend en compte le rayonnemerg an solide et le milieu environnant et dans & rous
avons la relation :

Yves Jannot 7
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Milieu environnant
) aT.

T, p=o0e, ST *-T.°%) (1.8)

Figure 1.4 : Schéma du transfert de chaleur radiati

Avec: ¢ Flux de chaleur transmis par rayonnement (W)
o Constante de Stefan (5,675MY M2 K™
€ Facteur d'émission de la surface
Tp Température de la surface K)(
Teo Température du milieu environnant la surface K) (
S Aire de la surface

1.3.2.4 Flux de chaleur lié a un débit massique

Lorsqu’un débit massiquen de matiere entre dans le systéme a la températuet en ressort a la
température I on doit considérer dans le bilan (1.5) un fluxHealeur entrant correspondant :

Avec: 0e Flux de chaleur entrant dans le systeme (W)
m Débit massique (kg's
c Chaleur spécifique Ik
Ty, T, Températures d’entrée et de sortie (K)

1.3.2.5 Stockage d'énergie

Le stockage d’énergie dans un corps correspon@ awgmentation de son énergie interne au counalost
d’ou (& pression constante et en I'absence de elnaggt d'état) :

bg=p Ve 7T (1.10)
ot
Avec : Pst Flux de chaleur stocké (W)
p Masse volumique r%(gﬁ)
Y Volume (m)
c Chaleur spécifique (Jkgch
T Température (°C)
t Temps (s)

Le produitpVc est appelé la capacitance thermiduecorps.

1.3.2.6 Génération d'énergie

Elle intervient lorsqu’une autre forme d’énergibifeique, électriqgue, mécanique, nucléaire) est edieven
énergie thermique. On peut I'écrire sous la forme :

6, =4V (1.11)
Avec : g4 Flux d'énergie thermique générée (W)
q Densité volumique d’énergie générée (®)m
V  Volume (M)

8 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy
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2 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION EN REGIME
PERMANENT

2.1 L’équation de la chaleur

Dans sa forme monodimensionnelle, elle décrit dadfert de chaleur unidirectionnel au travers diur

plan :

A

¢ +d
N L»e

0 X
Figure 2.1 : Bilan thermique sur un systeme éléamiemt

»
»

X + dx e

Considérons un systeme d’épaisseur dx dans latidinec et de section d’aire S normalement a lactioe

Ox. Le bilan d’énergie sur ce systéeme s’écrit :

q)x + q)g = ¢x+dx + q)st

oT oT
Avec : =-|AS— et = —-|AS—
¢x [ X j y ¢ x+dx [ X j rdn
¢, = qSdx
oT
= p cSdx—
Pt = P ot
En reportant dans le bilan d’énergie et en divigantdx, nous obtenons :
550,755 .
X x+dx X X 4+ ) —
S=pc S—
dx =00 >
Soit : 90894 gs = pes T
0X ox ot

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenonsiéiign de la chalewtans le cas le plus général :
i()"xﬂj"'i )Lyﬂ +i()\‘
0X ox ) oady oy ) o0z

Cette équation peut se simplifier dans un certambre de cas :
a) Sile milieu est isotropeky =Ay =A; =A

oTy o
? 0z q pat

b) S'il n'y a pas de génération d’énergie a l'intéridu systéme ['qz 0
¢) Sile milieu est homogéng,n’est fonction que de T.

Les hypothéses a) + b) +c) permettent d’écrire :

02T 92T 92T [OTJZ aT) [OTJZ oT

A + + +— || —| +|—| +|=—| |=pc —

ox2  ay? 0z2) dT|(ox ay 0z ot
Yves Jannot

(2.1)



Transferts thermiques

d) Si de plus\ est constant (écart modéré de température), rimi@aans I'équation de Poisson :

27 =0T
ad T—E (2.2)

Le rapport a= ic est appelé la diffusivité thermiq@e?.s?) qui caractérise la vitesse de propagation
p

d'un flux de chaleur a travers un matériau. Otrenvera des valeurs en annexe A.1.1.

e) En régime permanent, nous obtenons I'équatidragkace :

Par ailleurs, les hypothéses a), c) et d) permtedfécrire :
- Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques

2 2 2 -
0°T , 10T , 1 6_T+6_T+i>L

1 oT 2.4)
a2 ror 2 992  z2

101
a ot

Dans le cas d'un probléme a symétrie cylindriquéad@mpérature ne dépend que de r et de t, I'équat

(2.4) peut s'écrire sous forme simplifiéel:i (r 6_Tj + 4 101
ror\ or A aot

- Equation de la chaleur en coordonnées sphériques :

2 2
l a (r T) + 1 i(sn’]e a_T)+—1 —a T +i:l_ (25)

2.2 Transfert unidirectionnel

2.2.1 Mur simple

On se placera dans le cas ou le transfert de ehedewnidirectionnel et ou il N’y a pas de générahi de
stockage d'énergie.

On considére un mur d'épaisseur e, de conductiviémique A et de grandes dimensions transversales dont
les faces extrémes sont a des températuresT} :

T

Section
transversale

v

0 X e

Figure 2.2 : Bilan thermique élémentaire sur un reimple

En effectuant un bilan thermique sur le systémecS8)stitué par la tranche de mur comprise entre les
abscisses x et x + dx, il vient :

10 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy



Transfert de chaleur par conduction en régime perema

daT daT
= —)\,S —_— :—)\. S —
¢X ¢X+dX - [dxjx [dxjx+dx

. dT
D’ou —=A etT(x) =Ax +B
dx
Avec les conditions aux limites : Tx=0) T e T(x=e) =7
Dol : T=T, _X (T, -T,) (2.6)
e

Le profil de température est donc linéaire. La dérde flux de chaleur traversant le mur s’en dépai la

relation: @=-\ ar ,dou:
dx

A (Tl_TZ) (2.7)
e

(p:

e cette relation est analogue a la

La relation (2.7) peut également se mettre sofsriae : ¢ =
AS
loi d’'Ohm en électricité qui définit I'intensité doourant comme le rapport de la différence de pialen
électrique sur la résistance électrique. La tenipéraapparait ainsi comme un potentiel thermiquie éérme

e N L : L —_ :
— apparait comme la résistance thermique d’'un mur glépaisseur e, de conductivité thermidquet de

surface latérale S. On se raméne donc au schémaléqtireprésenté sur la figure 2.3.

¢
L AV VA VA VAV V) — P

R=—

AS
Figure 2.3 : Schéma électrique équivalent d’un siople

2.2.2 Mur multicouches

Cest le cas des murs réels (schématisé sur laefigul) constitués de plusieurs couches de maxériau
différents et ou on ne connait que les tempérafliredt T, des fluides en contact avec les deux faces dudeur
surface latérale S.

En régime permanent, le flux de chaleur se condersele la traversée du mur et s’écrit :

)"AS(Tl_TZ) - XBS(Tz_Ta) - Xcs(Ta_T')

¢ = hlS(Tfl_Tl): = hzs(T4_Tf2)

€a €5 €c
T -T
D'od : 6 = n” e (2.8)
1 ,% ,% ;% , 1
h,S %, S 2,8 %S h,S

Yves Jannot 11
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Tr
Fluide 1
Ty \
convection convection
coefficient h coefficient b
Tt
< >l »le > FIL“de 2

Figure 2.4 : Schématisation des flux et des tentpéga dans un mur multicouches

On a considéré que les contacts entre les couehgifféentes natures étaient parfaits et qu'ikiseit pas
de discontinuité de température aux interfacestéalité, compte-tenu de la rugosité des surfagess,nicro-
couche d'air existe entre les creux des surfaceegard qui contribue & la création d'une résisgtahermique
('air est un isolant) appelée résistance thermide contact. La formule précédente s’écrit alors :

4 = Th—Te
1 €a = €c 1
—— + A + Ry +—B +Rpo+ = +— 2.9
hS AS  ® S  °° S h,S (2.9)

Le schéma électrique équivalent est représentié igure 2.5.

¢
E—
T A AN —— AN —— AN —— A —— A — 112
L % Ra e Re % L
h S A, S Ag S A S h, S

Figure 2.5 : Schéma électrique équivalent d’ un muifticouches

Remarques
- Une résistance thermique ne peut étre définieadasé&nce de sources que sur un tube de flux.

- Cette résistance thermique de contact est négligéemur comporte une paroi isolante ou si legigar
sont jointes par soudure.

2.2.3 Mur composite

C’est le cas le plus couramment rencontré dansaléité ou les parois ne sont pas homogénes. Coosgla
titre d’'exemple un mur de largeur L constitué dlagggrés creux (figure 2.6).

En supposant le transfert unidirectionnel et eariegompte des axes de symétrie, on peut se raragner
calcul du flux a travers I'élément isolé sur laitirale la figure et calculer la résistance thermiBuéquivalente
d’une portion de mur de largeur L et de hauteuf; + £, + L3 en utilisant les lois d'association des résistance
en série et en parallele par la relation :

12 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy



Transfert de chaleur par conduction en régime perema

Sl & &
Mur en < i< i< >
aggloméré creux
/.._.._ .................... L. " 0
. _._ Milieu 1 L2
Convection Convection
hy | B hy
Milieu 2
{3
Figure 2.6 : Schématisation d’'un mur composite
Avec :
e e e e e
Rl:—l ;RZ: 1 ;R3: 2 ;R4: 2 ; R5: 2 ;R6: 3 ;R7:—1
h, /L A lL Ayl, L A l,L Ayl L AL h, (L
ce qui peut étre schématisé par le schéma éleetéiquivalent représenté sur la figure 2.7.
Rs3
Rl R2 /_'\N\/g:/v‘\ R6 R7
—AMWVWWW—— AW AMAWWA AMMWA——WWWW—e
\—AW

Figure 2.7 : Schéma électrique équivalent du munposite

2.2.4 Cylindre creux long (tube)

On considére un cylindre creux de conductivitértfigueA, de rayon intérieur,y de rayon extérieug,r de
longueur L, les températures des faces internextetnes étant respectivementel T, (cf. figure 2.8). On
suppose que le gradient longitudinal de tempérastireégligeable devant le gradient radial.

Figure 2.8 : Schéma des transferts dans un cyliodzax

Effectuons le bilan thermique du systéme constii@éla partie de cylindre comprise entre les rayoes
r+dr:

¢r :¢r+dr

Yves Jannot 1=



Transferts thermiques

Avec ¢, =-A2mrL [ﬂj et Gragr =—A27(r +dr) L (ﬂ)
dr ), dr Jvrqr
Soit —)\anL[ﬂj :—)\2n(r+dr)L[ﬂj dout r—=C
dr r dr r+dr
Avec les conditions aux limites: =T, et T(g) =T,

D'ou: T(r)_Tl B In{;}

TZ _Tl In 2
r

Et par application de larelation¢ = —AL 2rr ?j_T , On obtient :
r

o= 2tn L(T, - T,)

N

r
In 2
. N . T]_ - Tz A . ,
Cette relation peut aussi etre mise sous la fOfan::— avec R12 = et etre representee

R

b 2nL

par le schéma électrique équivalent de la figude 2.

¢
Tl e——A /\ —’/\/\/\/\ AN\ —o T2

2 2raL

Figure 2.9 : Schéma électrique équivalent d’'unrejie creux

2.2.5 Cylindre creux multicouches

Fluide 2 Tro

(2.10)

(2.11)

Figure 2.10 : Schéma des transferts dans un cydimdeux multicouches

14 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy
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Transfert de chaleur par conduction en régime perema

C’est le cas pratique d'un tube recouvert d'uneplusieurs couches de matériaux différents et on e
connait que les températurgs at Tr, des fluides en contact avec les faces interngtetre du cylindre ; jhet
h, sont les coefficients de transfert de chaleurcparvection entre les fluides et les faces intestexternes (cf.
figure 2.10)

En régime permanent, le flux de chaleéuse conserve lors de la traversée des différenteshes et s'écrit :

_2thaL(T-T,) _ 212 L (T,-T,)

¢ = h12’”1|—(Tf1‘T1)—
In| = In| =
[z

=h, Zrgl (Ta‘sz)

h P
Ty - T,
o ¢: fl f2
D'ou : r, 3
+ 1/ 4 2/ 4
h2nr L 2rkp, L 2r2dgL  hy2amrgl

ce qui peut étre représenté par le schéma éleetéiquivalent de la figure 2.11.

¢
o
T e AWM AN —AWAMA— WA — T
1 1
— | 2 In| 2 —
hlzﬂrlL rl r2 hz 21”2 L
2ni, L 2nhg L

Figure 2.11 : Schéma électrique équivalent d’urinclye creux multicouches

2.2.6 Prise en compte des transferts radiatifs

Dans les exemples traités précédemment, le traasferhaleur entre une surface a température€lnailieu
environnant a été considéré comme purement cohveatis le cas ou le fluide en contact avec laaserest un
gaz et ou la convection est naturelle, le trangferthaleur par rayonnement avec les parois @madrature
moyenne Tr ) entourant la surface peut devenir émenordre de grandeur que le transfert de chalaur p
convection avec le gaz (& la température) Biu contact de la surface et ne peut plus étrdigéedl
s'écrit d'apres la relation (1.9) :

o, =oes(T4-T,4)
que I'on peut mettre sous la formé; =h, S(T-T,)

hr étant appelé le coefficient de transfert radiatif = o¢ (TZ +Tr2)(T +T,)

Les deux transferts, convectif et radiatif, s'effent en paralléle et le schéma électrique correapu est
représenté sur la figure 2.12.

b=0+ ¢

h,S
Figure 2.12 : Schéma électrique équivalent avesdferts convectif et radiatif simultanés

Yves Jannot 1E



Transferts thermiques

Le coefficient de transfert radiatif karie peu pour des variations limitées des tenipga T et Tet peut
pour un premier calcul simplifié étre considéré ammconstant. Par exemple avec 0,9, T= 60°C et
T, = 20°C, la valeur exacte est$6,28 W.K.m?. La valeur approchée calculée pour la tempéranogenne
Tmoyen= 40°C est h=5,96 W.K.m?Z Si T, devient égal & 50°C, la valeur dedevient égale a 5,98 Wkm?,
soit une variation de seulement 5 %.

2.3 Transfert multidirectionnel

Dans le cas ou la diffusion de la chaleur ne sotéfife pas selon une direction unique, deux méthddes
résolution peuvent étre appliquées :

2.3.1 Méthode du coefficient de forme

Dans les systemes bidimensionnels ou tridimensierote n’interviennent que deux températures limites
et T, on montre que le flux de chaleur peut se metius $a forme :

O=AF(T,-T,) (2.13)
Avec: A Conductivité thermique du milieu séparant lesawe$ $et $ (W m* °C?)
T, Température de la surface S (°C)
T, Température de la surface S (°C)
F Coefficient de forme (m)

Le coefficient de forme F ne dépend que de la fordes dimensions et de la position relative descde
surfaces get S. Les valeurs de F pour les configurations les phigrantes sont présentées en annexe A.2.1.

Cas particulier Enceinte tridimensionnelle ( four, chambre feigdiéce climatisée,...)

Méthode : on découpe I'enceinte en différents élémet on calcule le flux traversant chacun d’eelris la
représentation de la figure 2.13.

b
Figure 2.13 : Méthode de découpe d’'une enceindénensionnelle

Si les dimensions longitudinales sont grandes delbépaisseur e des parois (supposée constant), le
coefficients de forme des différents éléments ontrvaleur :
Fparoii = SLi
Fooai = 0,54 D
Feoni = 0,151

Avec : S: Aire de la paroi i
Di: Longueur de la paroi ou du bord i
Li:  Epaisseur des parois
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Transfert de chaleur par conduction en régime perema

Le flux de chaleur traversant I’enceinte s’écritral:

6 12 8
q) = z)\i Fparoi ATi + z )\i Fbordi ATi + z )\i Fcoini ATi
i=1 i=1 i=1

Avec: A, :Conductivité thermique (équivalente si pamilticouche) ) de la paroi i (WHFC?)
AT, : Différence de température entre les faces aéei et extérieure de la paroi i (°C)

2.3.2 Méthodes numériques

Expression de I'équation de Laplace en différefiogss

Dans le cas ou la méthode du coefficient de formgeut pas s’appliquer (surfaces non isothermes par
exemple), il faut résoudre I'’équation de Laplacené@rquement. On utilise par exemple une méthode aux
différences finies en discrétisant le domaine a#gi (espace ou plan). On traitera dans ce quileuias
bidimensionnel, le cas tridimensionnel s’en dédnitajoutant simplement une dimension d'espace.

On considére un milieu plan sur lequel on a applign maillage de pasx et Ay tel que représenté sur la

figure 2.14.
]
Ay
i-1 il |
—e ¢ *—
Ay
ij-1 v
—e * *
- AX | AX

Figure 2.14 : Représentation du maillage de la acef

Les dérivées partielles de la température T pew’erprimer selon les formules suivantes :

ﬂ(- ! jo(im)—T(i,j) . aT(. 1 .j:T(i,j)—T(i—lj)

i+, ; —|i-2,]
ox 2 JAV4 ox 2 JAV4
a_T(i’H}):T(i'J'*'l)‘T(i,j) : 6_T(I -_EJ:T(LJ)‘T(i'J"l)
oy 2 Ay oy 2 Ay
oT(. 1 )\ oT(. 1 .
o j)za_x('*i’@‘&("z”) _T(i+20)+T(-11)-27(.)
x? Ax (ax)?

T j)=%(i'j+%j_%(i'j_%) :T(i’“l)”((hJ')'l)—ZT(i,j)
2 \b Ay P

2 2
L'équation de Laplace en bidimensionne‘?:—2 +6_'2I' =0 s'écritalors :
0x oy

T(i+23)+7(-29)-27(.0) , 70.i+0+7(.i-1)-2765) _
(a)? (ay)?

)= T2 )+ T+2 )+ 7 -2)+7( j+1)

Et si I'on choisitAx = Ay, on obtient T, j n

Yves Jannot 17
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Expression des conditions aux limites en différsrfoges

Les conditions aux limites imposant sur un bord temapérature de surface s’expriment simplement en
fixant la valeur de la température T(i,j) & la valémposée pour tout couple (i,j) représentant amtpde ce

bord.
Les conditions aux limites avec transfert convemtifflux imposé s’expriment de la maniére suivante

Bord rectiligne

g vo w0 =hiax [T,-T,)
1 72 '3 b

|, ou:

Qi + + =@/l AX
i o Fo, +e, =0

ij-1

Figure 2.15 : Représentation des flux élémentastesun bord rectiligne

Un bilan thermique appliqué a la surface grisetéregle de cotéAx/2 etAx, cf. figure 2.15)) conduit au
résultat suivant compte tenu des formules étapti&sédemment :

Densité de fluxp (en W.m?) imposée :  T(i, )= (L) T i+D)+T(0.j-1) _ oA

2 4 2\
T(i _lJ_)+T(|,J+1)+T(|,J—1)+Bi T

Coefficient de convection imposé :  T(;, j)= > é

+Bi

Ou Bi =% est le nombre de Biot
Coin extérieur
i-1,] T ¢
1 ) ¢ IyJ
AX :_ _____ O ()
y ¢ -l
e,

Figure 2.16 : Représentation des flux élémentastgsun coin extérieur

Un bilan thermique appliqué & la surface grise figlire 2.16) conduit au résultat suivant comptestees
formules établies précédemment :

(i-2)+T(,j-1) @Ax
4 2\

T(i-2§)+7(.i-1)
2

Densité de fluxp (en W.m?) imposée :T(i, )= T

+BiT,,

Coefficient de convection imposé :  T(;, j)= T
+Bi

18 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy



Transfert de chaleur par conduction en régime perema

Coin intérieur

>

i, l i+1,j
_’ (p

ij-1

Figure 2.17 : Représentation des flux élémentastgun coin intérieur

Un bilan thermique appliqué & la surface grise figlire 2.17) conduit au résultat suivant comptestees
formules établies précédemment :

) T(i-1)+T(, i+1) T(+L0)+T(0,j-1) _ edx

3 6 3\

T(+17)+T(, j-1)
2

Densité de fluxp (en W.m?) imposée : T (i, ]

T(i-2,)+T(, j+1)+ +BiT,,

Coefficient de convectionimposé :  T(;, j)=

3+Bi

Méthode de résolution numérique

Soit a résoudre I'équation de Laplace sur un doengian (D) limité par un contour (C).

On réalise un maillage du systeme avec u\gasn général identique dans les deux directiordatu

On affecte a chaque point du domaine (D) une vahitigle de la température :

- Egale a latempérature imposée sur les points giogoou la condition limite impose une température

- Arbitraire ailleurs mais la plus « réaliste » pblkes

La résolution s’effectue par la méthode itératiee Gauss-Siedel. On effectue des itérations suwesssi
consistant a remplacer la valeur de la tempéragarehaque noeud du maillage par la valeur calcubée p
I'équation aux différences finies qui lui est aséecUne itération consiste a effectuer un balayameplet de
tous les noeuds, ligne aprés ligne et de gaucheite goour chaque ligne par exemple. Les valewalcalées
sont immédiatement prises en compte pour le cdkeld valeur de la température T aux points d’ostigérieur
(points situés a droite et en-dessous dans le m®btalayage proposeé).

Critére de convergence

On peut par exemple arréter le calcul des queati@tion la plus grande de T(i,j) au cours d'urgation
reste inférieure a une valeuidonnée.

Remarques

- Onn'applique aucun calcul sur les points du contaula température est imposée.

- La valeur de la température sera rangée dans l@atah(i,j), on pourra utiliser un autre tableaij).(
dont les valeurs indiqueront si le point de coordms @\x, jAy) appartient au domaine (D) et le type
d’équation aux différences finies qui s’y applique.

- On peut accélérer la convergence en appliquanbefiident de surrelaxation R (1 < R <2, optimum
proche de 1,7) au calcul de T(i,j) de la maniéiessuie (si on applique I'ordre de balayage proposé)

(-2 9)+T,(+2 )+ T, (L i-D+T, (. j+1)

4

- On peut noter que la discrétisation décrite iciientv trés exactement a simuler un milieu
bidimensionnel conducteur de I'électricité par @seau de résistances reliant chaque nceud a ses
voisins.

Toali})=@-R)T, (i )+ R L0

Yves Jannot 1¢
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2.4 Les ailettes

2.4.1 L’équation de la barre

Le probléme de la barre encastrée schématise depre pratique important du refroidissement d’ulideo

par des ailettes.
Considérons une barre de section constante (épaiss# largeuf) encastrée entre 2 surfaces a température

To et baignant dans un fluide & températuse T

e Fluide a T.. 7 N
; Fluide a T.. aT _ 0
To% /”TO T()"X
_/ ______________________________ _f._ - _/ ________________ . _):
7 7 Périmétre p
/ ! Section transversale S

Figure 2.18 : Représentation d'une barre encasaschéma simplifié

La symétrie du probléme montre I'existence d’'urr@xrum de la température au milieu de la barre ¢e qu
permet de simplifier la géométrie et de ne considgu’une demi-barre avec condition de flux nuleattémité
située en contact avec le milieu &(€f figure 2.18).

La barre est supposée de section suffisammenefpdlr qu’il N’y ait pas de variation de températdans
une méme section droite & une distance x de I'tnatasnt dans la paroi &.T

Effectuons un bilan d’énergie sur le systéme carsipar la portion de barre comprise entre lesisges x et
x+dx (nous retenons I'hypothése du régime permagtembus négligeons le rayonnement) :

7 L
Fluide a T..
To _éq)_x, T M.___,
X
X l x+dx
e
Figure 2.19 : Représentation des flux élémentastesune barre encastrée
Avec :
dx Flux de chaleur transmis par conduction a I'alsscis o, = —()\ S?j
X X
. o . dT
dx+ax Flux de chaleur transmis par conduction a I'alsscie-dx o, =- )\Sd—
X x+dx
dc Flux de chaleur transmis par convection & la périph
de la barre entre x et x+dx ¢=hp dx[T(x)-T,]
Le bilan d’énergie s'écrit : Oy = byuax +Pc
Soit : ()\Sﬂj —()\Sd—T) = hpe dX[T(X) = Te ]
dX ) x+dx dx Jx

SiA et S sont indépendants de I'abscisse x, nous aen
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Transfert de chaleur par conduction en régime perema

(o) (o
dX X+dx dX

dx

AS

~=hp, [T(x) —Tm]

Donc T(x) est solution de I'équation différentieieivante appelée équation de la barre :

d’T _hp, ( (2.14)

. T-T,)=0
dx AS

2.4.2 Flux extrait par une ailette

Une ailette est un milieu bon conducteur de laarabdont une dimension est grande devant les autres
exemple : barre d’épaisseur e et de longueur Ig eve L. Elles sont utilisées a chaque fois queddesités de
flux élevées sont a transmettre dans un encombtteraduit : refroidissement de composants électrgasq
refroidissement d’'un moteur par air,...

On a établi I'équation différentielle vérifiée partempérature T(x) d’'une ailette encastrée dansuina la
température Jet baignant dans un fluide a la températwe T
d’T h
- - & (T — Too) =0
dx> AS
h 2
P et 6=T-T, elle peut encore s'écrire d%0 _ 2 9=0
AS dx?
Si la section S est constante, c'est une équaiftérahtielle du 29 ordre a coefficients constants dont la
solution générale est de la forme :

En posant :w? =

8=A exp(wx)+Bexp(-wx) ou 6=A; ch(wx)+B;sh(wx)
2.4.2.1 Aillette rectangulaire longue de section con  stante

Dans le cas de l'ailette longue, on émet I'hypaghgise : T(x=L) = T, ou L est la longueur de l'ailette.

Les conditions aux limites s’écrivent alors: en@: 8(0)=To- Tw @)
enx=L: ©6L)=0 b)

(b) > A=0

@=B=Tp-T.

T(x)-T,
D'ou ; ———= =exp(-wx) (2.15)
T, - T,

Le flux dissipé sur toute la surface de l'aileteipétre calculé par intégration du flux de coneeciocal :

0, :the [T(x)-T,]dx

Ou plus facilement en remarquant que dans le caggime permanent, c'est le méme que celui transmis
par conduction a la base de I'ailette soft; = ¢C(x:0)

hp,
AS

o, = —)\S(g—lszo = —)\S(T0 - Tm)(—(o) exp(—(ox) avec w=
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Dol : ¢, =y hp S (T,-T,) (2.16)

2.4.2.2 Aillette rectangulaire de section constante isolée a I'extrémité

La solution générale obtenue est identique au &g dent, ce sont les conditions aux limites offéint :

T(x=0)=To
-A S(d—T] =0 (conservation du flux de chaleur en x=L)
dx/x=L
T(x)-T, _ . _ coshw (L - x)]
La solution s’écrit : To-Ta = cost{wx) ~tanh(wL ) sinh(wx) = cosHwL ) (2.17)
Et le flux total dissipé par I'ailette a pour exgsmn :
¢, =wAStanh(wL)(T, - T,,) (2.18)

S . . /2h
Remargue si I'épaisseur e de l'ailette est faible devsatargeut, w= |—
Ae

2.4.2.3 Aillette rectangulaire de section constante avec transfert de chaleur a I'extrémité

La solution générale obtenue est identique au .&2.2, ce sont les conditions aux limites quiéiht :

T(x=0)=To
- S[?] = hs[T(x=L)-T.] (conservation du flux de chaleur en x=L)
X Jx=L

cosHw(L - x)] MLE sinh[w(L - x)]
La solution s'écrit : T~ T _ (*)h)‘ (2.19)
coshwL ) + —sinh(wL
o)+ sinh{wL)

Et le flux total dissipé par I'ailette a pour exgsmn :

tanh(wL ) + N
WA

0p =wAS(To =T ) ——
1+— tanh(wL) (2.20)
WA

Remarque

Dans le cas ou I'épaisseur e de l'ailette est éaibvant sa largeuf (ce qui est en général Vvérifié) :
h

he . . L. s L . L
= /— . Les ailettes étant en général réalisées en matbdn conducteul (élevé) et ayant une épaisseur
WA A
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. R he g . : .
e faible, I'hypothése |[— <<1 est le plus souvent vérifiée, les équationtIRet (2.20) se ramenent alors aux
\/ A

expressions plus simples des équations (2.17).88)(2jui sont celles utilisées dans la pratique gahexe
A2.2).

2.4.2.4 Aillette circulaire de section rectangulaire

Ces dallettes destinées a améliorer le transfertithleur entre la paroi externe d'un tube et |kemi
ambiant (exemple : tubes de radiateur d’automopaevent étre schématisées de la maniére suivante :

-
\'/

i
|
<5

|
5

\I./

Figure 2.20 : Schéma d’une ailette circulaire
Effectuons un bilan thermique sur I'élément d'adetompris entre les rayons r et r+dr :

Le bilan d’énergie s’écrit (cf. figure 2.21): ¢, =¢ ., + ¢,

Avec:
¢r Flux de chaleur transmis par conduction au rayon b, =-A2mr e(ﬂj
dr J;
. . dT
Oredr Flux de chaleur transmis par conduction au rayouir O g =—MN2m(r+dr)e| —
dr Jr+dr

dc Flux de chaleur transmis par convection sur laaserf

de l'ailette entre r et r + dr o, =2{h2nrdr[T(r)-T, ]

SiA est indépendant du rayon r, nous obtenons :

. (r+df)(3_3r+dr_r(%}r _2h [T(x) - 7o,

r dr Ae
le
} >
i lo
; > bc
I
i !
! To ¢’r_> I . Drsar Te
|
|
i
! r
! >
! r+dr
[

Figure 2.21 : Représentation des flux élémentaitesune ailette circulaire
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2
Soit encore :48 + 1d8 _2h o ou =T -T,

‘d? rdr Ae
C’est une équation de Bessel (cf. annexe A.2.3} ldosolution s’écrit sous la forme :
N 2h
9=C1I0(wr)+ C, Ko(wr) ol w= e
e

C, et G étant déterminés par les conditions aux limites :
Enr=p :0=T,-T,

Enr=g :h0(rg)=-A ? (re) (cas le plus général : transfert de chaleundrBenité)
r

On en déduit les valeurs dg & de G :

Kl ((‘ore) _ﬁ K0 ((‘ore)

(0 )Ko (1) 1o (c0ry ) K (eor )+ <P [ (wor, ) Kg (@15 )+ 1o (cory JKfeor, )]

_1-C, Ij(wr,)

C
’ Ko (“”o)

N . R R ., ... |he o .
Dans le cas ou I'on peut faire I'hypothése du fiuk & I'extrémité : [— <<1, on aboutit a I'expression
\/ A

simplifiée suivante :

7(r)-T., _ K (wre) To(wr) +1; (wr,) Ko (wr)
To-T. | (0n)Kg(@r)+1o (wh) K, (wr,) (2.21)

Et le flux total dissipé par I'ailette a alors paxpression :

o, =\ 2 ew(Ty-T.) lL(wre) Ky (@) =K, (wr,) 1(wr)

|1((*”e) Ko (00 r0)+ Io(w ro) K, (oo re) (2.22)

2.4.3 Efficacité d’une ailette

Elle définit les performances d'une ailette en carapt le flux dissipé a celui qui serait dissipésdane
ailette de mémes dimensions mais dont la températenait uniforme et égale a celle de la base (ozivité
thermique\ — oo, pas de résistance thermique de conduction dandepahute de température dans I'ailette).

Le flux échangé par cette ailette idéale serait :
¢ o =P L (TO —Tw) pour une ailette rectangulaire de périmétretple longueur L

Oax = 2hTT (re2 - roz)(T0 ~T.) pour une ailette circulaire de rayon de bas de rayon externe. r

bp

L'efficacité de l'ailette s’écrit donc :n =
max

Nous en déduisons les relations suivantes :

Ailette rectangulaire longue ko) : 1 (2.23)

oL

. tanh(wL )
wL
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Allette rectangulaire isolée a I'extrémité : (2.24)

Allette rectangulaire avec transfert de chaledexiémité :

tanh(wL)+ h
_ WA (2.25)
AT
wlL + ~ tanh(wL)
h
Avec: w= 7P
AS

Allette circulaire de section rectangulaire :

= 2re 1 l(wre) K (@) -Kilwr)l(wr)
T 1 rLZ_1 L(wr,) Ko (wro)+ 1o(wr) Ky (wr,) (2.26)

Avec : w= 2—h
Ae

Dans le cas de géométries plus complexes (ailéttesction variable, ailettes aiguilles...), il exiskes
formules ou des abaques (cf. annexe A.2.2) peamtate déterminer I'efficacité des ailettes et @rde flux de

chaleur,, extrait par l'ailette grace a la relationpy, =N ¢ yax-
Remargue Résistance thermique d'une ailette

Des relationsn = % et dmax = hSe(To —Tw) on déduit :p,, =To~To

max 1

n hSe

Ou S est la surface d’échange entre l'ailette et ledéu

La résistance thermique globale entre la baseailette a la température, &t le fluide & la température, T
s’écrit donc :

(2.27)

Railette = m

2.4.4 Choix des ailettes

Les ailettes sont utilisées lorsqu’il faut extraimge densité de flux importante dans un encombrendduit,
exemples : radiateur d’'automobile, carter de motefnoidi par air, évaporateur de climatiseur,...

D’une facon générale, I'usage des ailettes est :
- peu utile pour les liquides car h est grand,
- utile dans le cas des gaz car h est faible.

Des ailettes étroites et rapprochées sont meibegure des ailettes plus grandes et espacées mass imité
par les pertes de charges (elles augmentent sdilmmue trop I'écartement des ailettes). L'ailettst d'autant
plus performante que sa conductivité thermijuest élevée. Le choix des ailettes est alors urpommis entre
le colt, 'encombrement, les pertes de chargeteamsfert de chaleur.
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Transfert de chaleur par conduction en régime Jalga

3 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONDUCTION EN REGIME
VARIABLE

3.1 Conduction unidirectionnelle en régime variable sans changement d’état

3.1.1 Milieu a température uniforme

On va étudier le transfert de chaleur vers un mifigempérature uniforme, ce qui est a priori @hittoire
car il est nécessaire qu'il y ait un gradient thgua pour qu’il se produise un transfert de chaléistte
approximation du milieu a température uniforme pe@nmoins étre justifiée dans certains cas queJ®
préciser. Soit par exemple la trempe d’'une billéathgue qui consiste a immerger une bille initrant a la
température Tdans un bain & températurg Maintenue constante. Si I'on suppose que la tehpér a
l'intérieur de la bille est uniforme, ce qui seraudant plus vrai que sa dimension est petite etoseductivité
thermique élevée, on peut écrire le bilan thermidgieette bille entre deux instantstett + dt :

—hS(T—TO):pCVd—T soit: 9= 1S
dt T-T, pcV
Dol : T-To =exp _hS (3.1)
T, -Ty pcV

cV N
On remarque que le groupemerﬁg est homogéne a un temps, on I'appeltdeaconstante de temps du

systéme :
pcV (3.2)

hS

T=

Cette grandeur est fondamentale dans la mesurdeodomne 'ordre de grandeur de temps du phénoméne
physique, on a en effet ; _ 0 =exp _t avec :
T —-T T

i 0

ey
|

—
o

0,37

»
»

0
t
Figure 3.1 : Evolution de la température d’'un mili@ température uniforme

Il est toujours intéressant en physique de préséggerésultats sous forme adimensionnelle, deumbnes
adimensionnels sont particulierement importantsgine variable :
!
Résisanc¢hermiqueinterne _ )g
Résisancéhermiquesxterne 1
hs

- Le nombre de Biot: Bi =nombredeBiot= , ¢ est la dimension

caractéristiqgue du miliew, =r pour une sphere.

Soit : hy (3.3)
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L’hypothése d'uniformité de la température estifiést lorsque Bi < 0,1 .

- Le nombre de Fourier : Fo=— (3.4)

Le nombre de Fourier caractérise la pénétratiota adaleur en régime variable. La définition de deax
nombres permet d’écrire I'expression de la tempéeade la bille sous la forme :

T_TO
T, -T,

=exp(-Bi Fo) (3.5)

La connaissance du produit des nombres de Biotefalrier permet de déterminer I'évolution de la
température de la sphere. On considére généralemenmt systéme tel que Bi < 0,1 peut étre considérdame
étant a température uniforme, le critére Bi < Gftlagpelé le critere d'« accommodation thermique ».

3.1.2 Milieu semi-infini

Un milieu semi-infini est une paroi d'épaisseurfisaimment grande pour que la perturbation applicauge
une face ne soit pas ressentie par l'autre faceteUsystéme représente I'évolution d’'un mur d’'épaur finie
pendant un temps suffisamment court pour la peatiot créée sur une face n'ait pas atteint I'atdoe (vrai
tout le temps que la température de I'autre faaepas varié).

3.1.2.1 Température constante imposée en surface

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsvetsion par les tables.

Le milieu semi-infini est initialement & la tempiénee uniforme T On impose brutalement la températuge T
sur sa surface, cette condition limite est appetélition de Dirichlet :

T(x,t=0) = T;

Tx=0,t) =Ty

0 » X

Figure 3.2 : Schéma du milieu semi-infini avec térafure de surface imposée

S ot 01 _ 10T
L'équation de la chaleur s’écrit %2 " a ot @)
Avec les conditions aux limites : TX, 0T (b)
T(x=0,t) = ©
Lim T(x,t)=T (d)
X -

On effectue le changement de variable suivant=T -T;

o oT _ aT 0°T
Dol : _—= =
ox ox ax?

0°T
= _2 et - =
1)

é i ‘écrire—— = 1 0T
L'équation(a) peut alors s’écrire %2~ a
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T(x0)=0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent: | T(x=0,t)=Ty-T; (c)

Lim T(x,t) =0

X — 00

La transformée de Laplace d&Xx,t) par rapport au temps s'écrit (cf. annexe A.3.t lesitransformations

intégrales) : 8(x, p) = L{T (1)} = Texp(—pt)'_l'(x, t)dt
0

2 —
La transformée de Laplace de I'équatf@pconduit & : j 2 - %[pe - TI'(x,O)] =0avec T(x0)=0
X
. . d?e 2 >_ P
Cette équation est donc de Iaformt(ej:—2 -g°6=0 avec q° =
X

Dol : B(x,p)=Ae ™™ + Be'™™ | |la température garde une valeur finie quanénd tvers I'infini donc
B = 0, nous en déduisons q@éx,p) = Ae ¥
To-Ti
p

La transformée de Laplace de [I'équatiqo) conduit a: B(O,p):-ro—;-ri dou A= et

g &

6=(To-T)

L'utilisation des tables de la transformée de Legplmverse présentées en annexe A.3.2 conduitsailtat®
suivant :

T(xt) = To _

X
=erf| ——
Ti =T {2,/at}

(3.6)

u
Avec :erf (u)=— jexp(— tz)dt , la fonction erf est appelée la fonction erretfiraleurs en annexe A.3.4)
o
3.1.2.2 Fluximposé

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsvetsion par les tables.

Considérons la méme configuration mais en impdarialement une densité de flux de chaleur a facer
du milieu semi-infini, cette condition limite egtizelée condition de Neumann.

o
— P A aT(x=01t) Milieu semi-infini

Milieu ambiant a §

0 » X

Figure 3.3 : Schéma du milieu semi-infini avec Buxfacique imposé

2
L'équation de la chaleur s’écrip:—T =107 @)
ox2 a ot
Tx,0)=T (b)
Avec les conditions aux limites : B()=T (©)
N oT@O!) _ d)
0X
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Cette derniere condition traduit la conservatiorfldy de chaleur au niveau de la surface du miiemi-
infini.
On effectue le changement de variable suivant= T-T,

L. 9T _ atT °T _ 9T oT _ aT
Dol; —= — , —= —— - =__
0x 0x ox ox ot ot
o= _
L'équation(a) peut alors s’écrire O_Z -1 oTr
0x o ot
T(x0) =0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent T(eo,t) =0 (©)
0X
d’e

1 [pe - '_F(x,O)] =0 avec T(x0=0

La transformée de Laplace de I'équatfapconduit a : e "3
X

Dot : 6(x,p)= Ae™® + Be'™ | |a température garde une valeur finie quanenx tvers l'infini donc
B = 0, et nous en déduisons gB(e,p) = Ae™®

La transformée de Laplace de I'’équatfdps’écrit : %o _ —xz—e (x=0)
p X
_ax
Dot : A=—50_ ¢ e(x,p)zﬁ ©
Apq A pq

L'utilisation des tables de la transformée de Leplmverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaltaté
suivant :

T =T t)-T, = % at ierfc[

X
2@} (3.7)

Avec : ierfc(u) = 1 exp(— uz) —u[ 1-erf(u)], cette fonction est tabulée en annexe A. 3.4.

Jn

3.1.2.3 Coefficient de transfert imposé

Méthode : Transformée intégrale de Laplace siertgs et inversion par les tables.

On considére le cas ou le coefficient de transferthaleur par convection h entre le milieu seffimiiet le
milieu ambiant est imposé, cette condition limgeappelée condition de Newton :

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T 101 @)
ox? a ot
Th= T(X, tZO)
Milieu ambiant & L
aT(x =0,t)
i 0X
hfT, -T(x=0,t)] 5 Milieu semi-infini
0 X g

Figure 3.4 : Schéma du milieu semi-infini avec fioeht de transfert convectif imposé
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Tx0)=T (b)
Avec les conditions aux limites : B()=T (©
A 9T0Y - h[T, -T(x=0,t)] (d)

0X

On effectue le changement de variable suivant= T-T,

oT _ aT 0°T _ 9°T ot oT _ aT

Dou: —= — = —_—= —
0X 0x ox 0x ot ot
P aerira 02T _ 10T
L t tal — == =
eéquation(a) peut alors s’écrire 2 adt
T(x0)=0 (b)
Les conditions aux limites deviennent : } T(e,t) =0 (©
AT =0 -(r,-T)] @
0X
d?e

La transformée de Laplace de I'équatf@pconduit & : 0 - %[pe - '_r(x,O)] =0 avec T(x0)=0
X

D'ou : 8(x,p) = Ae™® + Be™*

La température garde une valeur finie quand x tensll'infini donc B=0 et 6(x,p)= Ae™®

h(T. -T,)

La transformée de Laplace de I'équat{dps’écrit : )\ﬁ (O,p) =h6(0,p) +
dx p

LG )

A
29
A
—qx
et 8(x.p)= /(To -T,) ——— ot r=N
p(g+) A
L'utilisation des tables de la transformée de Legplmverse présentées en annexe A.3.2 conduitsailtat®

suivant :
T-T, X hx ah?t X hyat
=erf + exg — + erf + 3.8
T -T, [zlat] { hoooa? PNEYR 58

Pour un calcul approché, on trouvera en annex® AuBie abaque représentant graphiqguement cettelfmrm

Soit:-AAg=hA+ dou:A=

h(TI _Too)
p

3.1.2.4 Température sinusoidale imposée en surface,  régime périodique établi

Méthode: Recherche d’'une solution de méme fréquence’euethtion

T(x=0, t) = T; cos (ot) Milieu semi-infini

- —>
0 X
Figure 3.5 : Schéma du milieu semi-infini avec térafure sinusoidale imposée en surface
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2
L'équation de la chaleur s’écrit : 0T -1 o @)
axz a t
Avec les conditions aux limites : T(0, t) FCDSs(ELL) (b)
Te) =T, ©

On recherche une solution en régime établi powrdike)le champ de température du milieu évolue cemm

T(x,t)=expliwt) f (x)
ou, le probleme étant linéaire, on considére sofidrtie réelle soit la partie imaginaire de laigoh selon
gue la température varie comme o@f Eu sin (ut). La fonction complexe f est solution de :

d2f

——i%)fzo avec f(0)=T

dx?

f(x)=A exp(—\/%x]+8 exp(\/%x] avec\/% = \/g (1+i)

La fonction f doit rester finie quand->¢ donc B = 0 et f (0) =dentraine A=1.

Dou: T(x,t)=T; exp{—JE (1+i)x+i(ot}=Ti exp(—\/E x] exp{i (mt—\/E xﬂ
2a 2a 2a

Soit en prenant la partie réelle de la solution :

T(x,t)=T, e_&x COS(M_\/EX] (3.9)

2a

Remarques

L’amplitude des oscillations décroit rapidemenstpron s’éloigne de I'interface.
L’amplitude des oscillations décroit égalementdeapient quand la fréquence de I'excitation augmente
une excitation de fréquence élevée appliquée @rface d’'un solide ne modifiera sa températuresyure

une faible profondeur.
Entre les températureg @t T, de 2 points distants respectivement deto, de la surface, il existe un

déphasage égal PN (x1—x5). La connaissance deet la mesure de la température au sein du milieu

en deux points situés a des distances connuetsxxde la surface peut permettre d'évaluer la diffisiv
thermique a.

3.1.2.5 Contact brusque entre deux milieux semi-inf  inis

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsvetsion par les tables.

32

Ti(x, t=0) =T Milieu semi-infini 2

Milieu semi-infini 1 ToX, t=0) = T

0 X
Figure 3.6 : Schéma du contact brusque entre délieux semi-infinis

v
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On considére deux milieux semi-infinis initialemeénteux températures uniformes différentgsed Tp. A
l'instant initial, on place les deux milieux en tact et I'on recherche I'évolution de la températau sein des
deux milieux.

L'équation de la chaleur s’écrit pour chacun dasdeilieux :

aT,(x,t) _ 97T, (x.1) @ et oT, (xt) _ a, 0°T, (x,1)

> 5 (b)
ot oX ot oX

L'origine des abscisses est prise au point de commaire les deux milieux. Les conditions aux lesit
s’écrivent :

Ti(x, 0) = Ta (©)

Tox,0) = To (d)

M aTla(O,t) = A, 0T,(0,t) ©
X o0X

T0.0) = T0.1) (")

On effectue les changements de variable suivantg = T,-T;; et T, =T,-Tp

2+ T 2+ T
T T T T
Les équationga) et (b) peuvent alors s’écrireh _10h et 0T, 10T,
x> a ot x> a ot
(T(x0)=0 i=1,2 ©
Et les conditions aux limites deviennent :| T, (e0,t) =0 i=1,2 d)
< — —
2, 10D _, 00 ©
0x 0x
(O =T,0t) + T - Ty (f)

Les transformées de Laplace des équati@pset (b) conduisent comme dans les cas précédents a des
solutions du type :0,(x,p) =A, e ** +B, e™™ et 0,(x,p)=A,e % +B,e™

La température garde une valeur finie quand x tenst- 0o donc A =0 et B= 0, nous en déduisons que :
0,(x,p)=B, ™ et 0,(x,p)=A, e %

Les transformées de Laplace des équateyet (f) s’écrivent alors :

Bidith =—AoN,0,  (€)

Tio =Ty

Bi=As+—— ()
p
La résolution de ce systéme linéaire permet deilaltes valeurs dejRet de A:
E E
B, :—Z(Tiz _Til) 1 et A,=———— (Til _Tiz) 1
El + E2 p El + E2 p
Ou E =, Apc estleffusivité thermique du milieu i.
On en déduit les valeurs @eet de9, :
el(X, p)= E, (Ti2 _Til) ehX et 92(X, p)= E, (T|1 _Tiz) @ 92X
(E,+E,)p (E,+E,)p

L'utilisation des tables de la transformée de Legplmverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaitat®
suivant :
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T(xt)-Ty . Ep

X
erfc
Te-Ta E1+E (Zw/alt

T,(x0)-Tp, . B erfc
Tia —Tiz E1+E>

(3.10)

)

Propriété de la température de contactdlle se calcule par T_(t) = T, (0,t)= T, (0,t) sachant que
erfc (0) = 1.

D'ou : T - E.Tu+E; Ty, (3.11)
°  E, +E,

On remarque que la température de contact entdeles milieux reste constante pendant toute laeddué
transfert de chaleur. C'est le milieu qui a la pirande effusivité thermique qui impose la tempéeide
contact.

Application: Sensation thermique lors du contact de la peag an métal ou un isolant, choix de matériaux
améliorant le confort thermique.

3.1.2.6 Contact brusque entre deux milieux semi-inf  inis avec résistance de contact

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsvetsion par les tables.

On considére deux milieux semi-infinis initialemeénteux températures uniformes différentgsed Ty. A
l'instant initial, on place les deux milieux en tact et I'on recherche I'évolution de la températau sein des
deux milieux. Le contact entre les deux milieuxiegtarfait et I'on doit tenir compte d'une résigtarde contact
Rc = 1/h (°C.W.m?) a l'interface.

Résistance de conti ——

Ty, t=0) =T Milieu sem-infini 2

Milieu sem-infini 1 Tox, t=0) =%

1
1
. »

0 X
Figure 3.7 : Schéma du contact entre deux milieni-gefinis avec résistance a l'interface

L'équation de la chaleur s’écrit pour chacun dasdeilieux :

aTl(x,t) —a 62Tl(x,t)

aT, (x,t) 02T, (x,1)
a et 2 2
ot 0X2 ( ) ot 2 axz

(b)

L'origine des abscisses est prise au point de commaire les deux milieux. Les conditions aux lesit
s’écrivent :

0T (Ot) _ 0T, (0,t)
1 = A2

. , ©
0x 0X
)\lm: h[Tl(O, t)_Tz(ovt)] ()

o0X
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On effectue les changements de variable suivantsT; = T,-T; et T, =T,-Tj

N e 0%, _q 0T, 0°T, _ 1 0T,
Les équationga) et(b) peuvent alors s’écrire : o At et > &t
Et les conditions aux limites deviennent : | A; aTB(O’ b Ao aTza(O, Y (©)
X X
0T, (Ot _
Ay 108 _ h[T1(0.t) = To(0,t) + Tyy = T ] (d)

Les transformées de Laplace des équatfanet (b) conduisent comme dans le cas précédent a de®sslut
du type: 8,(x,p)= A, ™% et 6,(x,p)=A,e "

Les transformées de Laplace des équalimyret (d) s'écrivent alors :

A1h10 =—AsA,0; ©

~Aha =h(Ag - Az)+ —h(Tilp_TiZ) (d)

La résolution de ce systeme linéaire permet d'étbdskpression de Aet de A:
h

h
)\—(Tiz ~Ti) )\ —(Tiz — T)
Al = —h 1 — et A2 = h 2 E —
—[1+ﬁj+ql P (1+—j+q2 P
MU B Ay Eq
On en déduit :
;X
el(xi p):C1 —° avec ¢ = )\L (Tiz _Til) et by = n (1*' Elj
p(q]_ + bl) 1 )\l E2
g h E
0,(x,p)=c, ———— avec ¢, :)\L(Til—'l'iz) et bz——(1+ zj
p(q2 + bz) 2 )\2 El

L'utilisation des tables de la transformée de Legplaverse présentées en annexe A.3.2 conduitsaltate
suivant :

Ta(x, 1) - Ty E, X 2 X
= erf —-exp(b x + a b, “t) erffg —— + b, \/a
Tp — Ty E,-E; 2\/at R 2/a;t 1AL (3.12)
To(x,1)-Tp E,

X 2 X
= erf —exp(b,x + a,b,t) erf +b, Ja,t
Ty —Tp E,-E [ { Z\Iazt] ? 2ne { 2/a,t ZNTe ]]

3.1.3 Transfert unidirectionnel dans des milieux limités : plaque, cylindre, sphére

3.1.3.1 Plaque infinie

On considére le cas d'une plague d'épaisseur 2le elimensions latérales suffisamment grandes quoair
I'on puisse considérer que le transfert de chadstiunidirectionnel. L'étude de ce cas permettiléudtrer les
différentes méthodes utilisées pour résoudre I'dgnae la chaleur monodimensionnelle en régimalabe.
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1*" cas : Plague avec température constante imposéesnface

Ti =T (X,O)

To=T(-L, t) To=T (L, 1)

[
>

|
-L 0 +L X

Figure 3.8 : Schéma d’'une plague avec températposée en surface

1°®méthode Transformée de Laplace, développement en sérigersion terme & terme par les tables.

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T 10T @
ox2 a ot
Avec les conditions aux limites : TX,0) =T (b)
TLH=T ©
Toy=0 ©)
0X

On effectue le changement de variable suivaht=T-T,

. oT _ aT
dou : —_— = —
0X 0X
- _
L'équation(a) peut alors s'écrire : ‘;X_I = z_la %_'{
T(x0) =0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent :| T(x =L,t) =Tg-T; (©
T oy=0 @
0X

La transformée de Laplace d&Xx,t) par rapport au temps s'écritd(x, p) = L{T(t)} = jexp(—pt)T’(x, t)dt
0

2 —_—
La transformée de Laplace de I'équatiapconduit a : d g —E[pe—T'(x,O)] =0 avec T(x0) =0
dx a
S d’e , P
Cette équation est donc de la form@:—2 -q°0=0 avec Q° = a
dx

D’ou : 8(x,p) = A cosh@x) + Bsinh(x)

La transformée de Laplace de I'’équatidphconduit a :A ? (x=0=0 dou B=0 etb=Acosh(gx)
X

T, T, T,-T,

L dou A=
p cosh@L)

La transformée de Laplace de I'’équat{opconduit & :6(L,p) =

(T, ~T,)coshx) _ AT coshgx)
p cosh@L) p cosh@L)

et 6(x,p)=

Nous pouvons utiliser un développement en serle—deﬁ pour écrireb(x,p) sous la forme :
1+e”

aX 4 a=OX " n
e(X,p):H e +e :E[e—q(L—x)+e—q(L+x)]z(_1) e-2naL

p n=0
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[

_ " —d(2n+l)L—x]+AT _ " —q(2n+1)L+x]
(-1 e — (1) e
n=0 p n=0

AT
6(x,p) =—
p

Ms

La transformation inverse de Laplace terme a tépragpriété de linéarité) conduit a :

T-Ti 2 " (2n+1)L—x} @ {(2n+1)L+x} 313
To—T; nZ:lO( g erfc{ 2/at +nZ::0( o e 2/at ( :

Cette solution converge rapidement pour les faNdgsurs de t.

2°Mméthode Décomposition de la température en un produfbretions et superposition des solutions.

T =T (x,0)

To=T(0,1) T=T(2L 1)

X v

0 2L
Figure 3.9 : Schéma d’'une plagque avec températposée en surface

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T 10T @)
ox2 a ot

Avec les conditions aux limites : TX, 0T (s))]
TO,)=T@2L,t)=7F ()

On effectue le changement de variable suivaht= T-T,

. —
L’équation(a) peut alors s'écrire : 07T _10T
q @p o a0t
Et les conditions aux limites deviennent : [ T(x,0)=T; =T, b)
T(x=01t)=T(x=2L,t)=0 ()
On peut aussi considérer par raison de symétrieplaggie d'épaisseur L en prenant une conditionide f
nul en X = L soit pour la seconde condition Iimitg% =0 (d)
X

On effectue une décomposition de la températureuenproduit de fonctions sous la forme:
T(x,t) =X(x)Y(t) . L'équation de la chaleur conduit a I'équatiorvante :

XY=dxy ou: X-1Y' -2
a X ay
Ou w est une constante car les deux fonctions X etpé@ent I'une de x et I'autre de t. Nous en déchsiso
X"+@w2X =0 = X = A; codwx) +Bj sin(uwx)
2
Y+aw?Y =0 = Y =Ce 2!

— 2
Et T(x,t) =e *[A coqux) + Bsin(wx)]
La condition limite T(0,t) = 0 s'écrit alors : A =0

— a2
d'olr : T(x,t) = Bsin(wx)e ™!, les fonctions Y, (x) = sin (w,, X) sont les fonctions propres du systeme.
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La condition limite 6T(§L' t) =0 pour tout t s’écrit alorsB cos{wL)=0
X

Cette équation admet une infinité de solutions lgqueappelle les valeurs propresy, = (2n+1)2—Ti avec

n variant de 0 a I'infini.
Le théoreme de superposition des solutions periéetigk la solution générale da) sous la forme :

T(x,t)= Y D, sin(wyx) exp(— aw,? t)
n=0
La méthode générale de résolution est la suivante :

L_
Les termes Psont déterminés en calculaff(x,0) Y, (0, x)dx de deux maniéres :
0

- En remplacant T(x,0) par son expression déduite des données du sysieit@at initial :
T(x0)=Ti(x) @)

- En remplacant T(x0) par T(x0)= Y D, sin(w,x), on obtient la somme infinie :

n=0
IJ:?(X:O)dng IJ:Dn W (wnX) W (wnx)dx
0 00

L
On montre que si # m alors| y,(w,X) Y, (yX) dx =0 (orthogonalité des fonctions propres)
0

L_ L
donc: [T(x0)dx=[Dp WmZ(wmx)dx (h)
0 0
On détermine la valeur des constantgeb égalant les expressidgs et (h).

Appliquons cette méthode a I'exemple traité :

L_ L T _TO
Oona: [ T(x0)Wm (wnx)dx = [(T; =Tg)sin(co, x)dx = —
0 0 Wn
L_ L 2 L, L
et: [ T(X0)Wm (wmX)dx = [D 1, sin“ (0, X)dx = Dy, [ sin® (0 X)dx =Dy, >
0 0 0

2(Ti =To) _ 4(T, -T
On en déduit D, = (Ti ~To) _ 4(Ti ~To)

w, L (2n+)m

et finalement :

Txt) = T(x,1)-To _4 ¢

sin{(2n+1)g%} exp{—(Zn +1)? Ttha_t} (3.14)

Ti _TO M=o 2n+1 |_2

Cette solution converge pour un petit nombre daeerpour les valeurs élevées de t (le premier tpeuae
suffire pour t élevé).

Remarque Dans le cas de l'utilisation des coordonnéesndghues on calculera plutét lintégrale :

L_
[ T(r0)r @y (w,r)dr pour déterminer la valeur des constantgs D
0

Une autre méthode moins générale consiste a &gondition limite T(x,0) = T; - T, sous la forme :

n=0
condition initiale sur le domaine.

Tx0) =T, -Tg= Y D, sin{(Zn +1)g%} et a utiliser ensuite un développement en sérieadrier de la

En effet, une fonction f définie sur [0,L] peut@’ée sous forme d'une série de Fourier en sinus :
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2 - (nTX 2t . ( nTX
f(x)= nE:jl bn sw(T) avec b, —E(j) f(x)sw(T) dx

Nous pouvons effectuer un développement en sérieodeer en sinus de f(x) = (T To) sur l'intervalle
[0,2L]:

© 1 (2L _(nru (X)) = 1 -2L ) P
Ti‘TO‘EOE{g(“‘To)S”(I]d“}' gL i‘To)F{C" Iﬂo sif 51 |

T, = § Z(TI_;[To) [1- cognm)] sir(@): § 20i-T) 23"‘{%}

n=0 n 2L ) o (2n+D)m
4T, -Ty) = .
T,-Ty = (Ti ~To) > 1 Sln{(2n+1)nx}
s n=o0 2n+1 2L
. L s A(T: =T, . v .
Par identification, nous en déduison®, = % , hous retrouvons le résultat établi précédemment.

3°Mméthode Utilisation d’une transformation intégrale saniariable d’espace.
Principe de I'utilisation d'une transformée intdgra la résolution de I'’équation de la chaleur :

On applique a I'équation de la chaleur et aux égostrésultantes des conditions aux limites une
transformation intégrale permettant d'obtenir unawelle équation différentielle dont la résolutipius aisée)
conduit a I'expression de la températfirdans I'espace transformé. On applique ensu@tdadtransformation
inverse pour obtenir I'expression de la tempérafudans I'espace réel.

Le choix de la transformation intégrale la mieurde dépend de la configuration et des conditomns
limites. Si la température dépend de la varialbsghice r, on choisit une transformation du typeasti:

e(w) = é W(r)Tm(r,(o) T(r,t)dr

ou D est le domaine de définition de la tempéeaanTm(r,t) est une fonction propre solution du systeme

formé par I'équation de la chaleur et les condgianx limites pour un nombre infini de valewss (n = 1,
2,.....). L'équation dont le&x, sont solutions est appelée I'équation transcerdaa fonction w(r) est choisie
constante et égale & 1 en géométrie rectangulaggate a r en géométrie cylindrique. La formuleégéle
d’inversion est alors la suivante :

w T, 0T ,
T(r, t):nz::l% G(wn) avec; N(u)n):é[Twn ((on,r)] w(r)dr

N(wr) est appelée la norme de la fonction propggr,t).

On trouvera en annexe A.3.1 la définition et lesppétés des transformations les plus utiliséespldce,
Fourier et Hankel. On trouvera également en an#eXe8 un tableau donnant les fonctions propreeitsl
normes, les équations transcendantes et les vammses pour les cas de figure les plus courants.

On applique cette méthode au cas de figure schsénsatr la figure 3.9.

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T _10T @)
ox2 aot
Avec les conditions aux limites : TX 0 FT (b)
TO,H=TCEL H=7 ©

On effectue le changement de variable suivah=T - T,
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Selon I'annexe A.3.3, la fonction propre é’sg(x,t) = sir(%j , on appligue donc une transformation (finie

car le milieu est fini) de Fourier en sinus (cfnexe A.2.2) a I'équation (a) :

Rlal = 0r0)- (- T} 0 0, (n) = L 2 ) avee Tlx=0)=Tlx=2)= Ty
dou —”"(TOL‘Ti - (2 d]- VI oy(n) = 2 T2 0)

LTy —T; 22
La solution générale de cette équation s'écéig(n) = LT -Ti) [1— (-1)" ]+ A exr{— &zatJ
L

B T 2.2
La condition IimiteT(x,t :0) =0 conduit a :es(n) = M[l— (—1)n ]+ [1— exr{— d [[Zatﬂ

La transformée inverse permet de calculer T(x,t) :

(1)][1,{LH s )

T(x,t) _ 4(To - Ti) g 1 [1_ exr{— (2n +1)2 T[Zatﬂ sin([zn +1]TlXj

_|
—_
X
L,
N—
I
N
M8
[
=

L? L

Un développement de la fonction constante et égélen série de sinus permet de retrouver le aésidtla
2°Meméthode.

4*™méthode Transformation de Laplace, résolution et inergar une méthode numérique (Stehfest ou sous-
programme Invlap sous Matlabittp://www.mathtools.net/files/net/inviap.zip ).

Nous avons montré en appliquant ¥ héthode que la transformée de la température) HXit s'écrit :

8 (x,p)= (To - T:) coshgx) _ AT cosh@x) avec g = \/g

pcosfat)  pcosaL)

La température T(x,t) peut s’en déduire en utiidamlap ou en appliqguant la méthode de Stehfestr po
trouver la transformée de Laplace invers®(ep) :

T, ) =T, + '”iz) J-%Vi e(x, J Int(Z)J (3.15)

Un nombre de termes N=10 est suffisant pour obtex@rprécision satisfaisante. Les valeurs desicisgfts
Vj correspondants sont donnés en annexe A.3.2.

Comparaison des méthodes

La méthode permettant darriver le plus simplengeane valeur de T(x,t) est & méthode qui ne fournit
toutefois gu'une solution numérique approchée delation et qui n'est pas a I'abri d'instabilitBemériques
dans certains cas tres particuliers. Un nombresatees N = 10 dans la formule (3.15) permet d’obtene
précision satisfaisante. Viennent ensuite par addréifficulté croissante 1a™f méthode puis 1a“2€et la 3™
méthode.

Le premier terme de la formule (3.13) représeign la température aux temps courts alors queclmipr
terme de la formule (3.14) représente bien la teatpée aux temps longs.

T(x,t)-T,

On trouvera a titre d'illustration sur la figurel@.la représentation de la température ré )T, a

T, -T,
0 i
2,5 cm du bord d’'une plaque d’épaisseur 10 cm paumatériau de diffusivité a = Port.s?
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1.4

1.2 -

1.0 —
e

0.8 /

0.6 -

04 / — (3.15) avec N=10

/ — - (3.13) avec 1 terme
02 ---(3.14) avec 1 terme ||
0.0 ! I

0 1000 2000 3000 4000

Figure 3.10 : Température réduite dans une placuleutée par les différentes relations

2°™cas : Plaque avec flux imposé

o o

[l (X,O)

| [
T »

-L 0 +L X
Figure 3.11 : Schématisation d’'une plague avec @lexhaleur imposé en surface

2
L'équation de la chaleur s’écrit : oT_1o1 @)
x2 a ot
Avec les conditions aux limites : ( TX 0 FT (b)

oT _
[a—xszo =0 ©
oT _
A(&)H =gy (@
\

En utilisant les deux premieres méthodes du pashgrarécédent, on arrive aux résultats suivants :

2_12 o (_1\N 2
e, o B B2 8 U ol L cof ] @.16)

pcL A L 6L2 m il on? L2 L
2 at o —
T= Ti + —(po \/_ Z ierf —(2n +1)L X + jerf —(2n +1)L X (3 17)
A 00 2/at 2/at ‘

Ces formules sont complexes a calculer car ellepodent une somme infinie de termes.

L'application de la ¥¢méthode au cas de la plaque avec températurefdeesimposée a permis de montrer
que la transformée de Laplace de la températur® Hk s'écrivait :0(x,p) = A cosh(gx).

On a la condition limite en x = L= A M =,

0x
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La transformée de Laplace de cette équation coaduiA A gsinh(qL) = %
p

5 1

Dou:A=2>— —
p Agsinh(gL)

% _ cost{ax)

O(x,p)=—
Et: (xp) o AgsinhgL) (3.18)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilemamappliqguant une méthode numérique (Inviap ouf&bh
pour trouver la transformée de Laplace inverse(xig).

On aboutit facilement par cette méthode a uneisallseaucoup plus simple a calculer que celle dopaé
les formules (3.16) ou (3.17).

3éme cas : Plague avec coefficient de transfert irnpé

Tir=vk (X,O)

¢=h[T(-L1)-T,] | |, e=h[T(-Lt)-T.]

To To

»
»

-L 0 +L X

Figure 3.12 : Schématisation d’'une plaque avecfaent de transfert imposé en surface

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T _10T @)

axz a ot
Avec les conditions aux limites : ( TX, 0T (b)
[a—Tj =0 ©

{ ox x=0
-\ [a—Tj =h[T(Lt)-To] @)
ox x=L
\

On effectue une décomposition de la températureuenproduit de fonctions sous la forme:
T(x,t) =T(x, t)—Ti =X(x) Y(t) . L'équation de la chaleur conduit a I'équatiorvante :

X"Y:EXY' ou: X=1Y'_ 2

Ou w est une constante car les deux fonctions X etpé@ent I'une de x et I'autre de t. Nous en déchsiso

X"+@w2X =0 = X = A; codwx)+B; sin(uwx)
2
Y+aw?Y =0 = Y =Ce 2!
_ 2
Et T(x,t)=e ™ [A coqux) + Bsin(wx)]

La condition Iimiteg—T (0,t) =0 s'écritalors: B =0
X
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- ) T
dot: T(x,t)= Ae ™ cos(ux) et 9T(xt) -wA exp(—am2 t)sin((ox), les fonctions propres du
0x
systéme sont g, (x) = cos(w,, x).
L oT(L,t) _, = . _h
La condition Ilmlte—)\a— =h T(L,t) pour tout t s’écrit alors cwtan(wL )= N
X

Cette équation admet une infinité de solutionse{ua propresyo,
La solution générale da) s'écrit sous la forme d’'une combinaison linéaire des smistparticulieres :

T(x,t) = f D,, codw,x) exp(—a(on2 t)
n=1

L L T -T
On a d'une part  T(x,0) Y (0nX)dx = [ (T; = To) cogw,x) dx = ——2 sin(w, L)
0 0 Wn

Et d’autre part :

L L L1+ 2
T(X0) Yy (wpx)dx = | D cos? (0 X)dx =D de:D E+ 1 sin(2wy, L
m m m m m m n
0 0 0 2 4w,
h
oL 2t L D
soit : [ T(x0) W (wmXx)dx =Dy, L, 1 an(w, L) = L+iL
0 2 4wy 1+tan®(w, L)| 2 @, h?
A w?
h2
w”2+_2 sin(owp L)
Onen déduit D, =2(T; -Tg) A n
( 2 hz] h
L w,"+—[+—
AZ) A
Et finalement :
2
2 h
oY) (on +_2 1
Tt =To+2(Ti-Tg) T exp(—amnzt) ); sin(wnL) cogwnX)
n=1 2. h h Wn (3.19)
Llwy, +—|+—
) A

Olw, (Nn=1,2,..)sontles solutions de I'équatiantan(wL ) :; .

L'application de la ¥¢méthode au cas de la plaque avec températurefdeesimposée a permis de montrer
que la transformée de Laplace de la températur Hk s'écrivait :0(x,p) = A cosh(gx).

On ala condition limite en x = LA I8 — [T(L,t)-T,]=h[T(L,t)-T,]+h [T, -T,]
0X
3 _— L . T -T,
La transformée de Laplace de cette équation coaduitA Agsinh(qL)=h A cosH{gL)+h
p
T,-T,
Dou: A=-2— L

P cosHq L)+)\—qsinh(q L)
h

=T, coshqx)

P cosHgL)+ Aq sinh(qL)
h
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Et: (3.20)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).

3.1.3.2 Cylindre infini

Nous considérons ici un cylindre infini (longuewést grande par rapport au diamétre) de diametre R
initialement & la températurg auquel on impose brutalement une température rfigaceut, (cf. figure 3.13).
On peut faire I'hypothése dans ce cas que le &erdd chaleur est uniqguement radial.
1°" cas : Cylindre infini avec température de surfacémposée

On impose brutalement une températuya Ia surface du cylindre initialement a la tempéeatiniforme T

1°®méthode : Décomposition de la température en oduirde fonction et transformation de Hankel.
0°T , 10T _10T

L'équation de la chaleur s'écrit : —+t= == a
a or2 ror aoat @
Avec les conditions aux limites : Tr,0) T (b)
TRH=7 ©
On effectue le changement de variable suivahi= T-T,
!
|
!
T3 T (1, 0)
i
|
!
To IR | To
F=nan
: >
0 r

Figure 3.13 : Schématisation d’'un cylindre infiniet température de surface imposée

Et les conditions aux limites deviennent : T(r0)=T, - T, (b)
TRt =0 ©

On effectue une décomposition de la températureuenproduit de fonctions sous la forme:
T(x,t) = X(r)Y(t) . L'équation de la chaleur conduit a I'équatiorvante :
X+ X

XY+ixy=lxy' ous R =-1Y __p2
r a X ay

oU w est une constante car les deux fonctions X etrit indépendantes. On en déduit :
X"+% +w?X =0 = X = Aly(wx) +BY,(wx)

Y+awlY =0 = Y = Cea’t
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Ou J est la fonction de Bessel d@elespéce non modifiée d’ordre O et, M fonction de Bessel d&'%
espece non modifiée d'ordre 0. On trouvera en an#ef.3 la définition et les principales propriétfes
fonctions de Bessel.

On en déduit que les solutions(d@sont de la forme :T = Ce 2 [AJ (o) + BY, (ax )]
Par ailleurs on sait quey{0) = <o ce quiimpose B=0 d'oliT = D e "t J (wx)
La condition limite T(R,t) =0 s'écrit alors : D et Jo(wx) =0 ce quiimposeyn R =B, olwyestune

solution de I'équationywR) = 0.
Le théoreme de superposition des solutions periéetiigk la solution générale da) sous la forme :

T(x) =3 D, e J(w, R)
n=1
La condition limite T(r,0) = T; - T, s'écrit alors :T, = Ty = ofj D, JO((q1 r) (d)
n=1

La fonction propre esiydox) ce qui nous amene a appliquer la transformédadékel a la condition limite
(d) soit a multiplier chaque membre de I'équatidypar r J(wnr) et aintégrer entre 0 et R :

[t 30(@nn) (T ~To)dr = | 3Dp 1o (6m) Jo(@ar)dr = 1D 13 (o] c
0 0 n=1 0

R
car on montre qué rJg(wnr) Jo(wmr)dr=0 sim#n .
0

T ¢ 30(0n) (T ~T0) =Dy | ¢ o (i) =01y B3y (o =Dy 205 )
0 0

car les fonctions,Jérifient les relations (cf. annexe A.2.3) :

J o o) dr:R—;[Jn-(wr)]z ot 3, 0)= =3y, (00)+ 3, )

On en déduit finalement :

2(Ti _To) %’: ‘]o(wnr) e—awnzt

R n=lw, Jl((on r)

T(rt)=Ty+ (3.21)

Ouw, (n=1, 2, 3...) sont les racines de I'équatigfwx) = 0.

2°M™méthode : Transformation de Laplace, résolutidnvetrsion numérique (Inviap ou Sthefest).

L'équation de la chaleur s'écrit : =z == a
a or2 r o aoat @

Avec les conditions aux limites : Tr,0) T (b)
TRH=7 ©

On effectue le changement de variable suivaht= T -T,

2
La transformée de Laplace de I'équation (a) s’écg{—e + 1d_p 0 d)
dr2 rdr a
On effectue le changement de variable \/E r=qr
a
2
L'équation(d) s’écrit alors :ﬁ + 1do_ 6=0
du? u du

La solution générale de cette équation de Besseiis(cf. annexe A.2.3)8(qr,p)=A I,(qr)+BK,(qr)
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On a la condition limite —:aT(O' t)

=0 dou: do(r.p) =0 et d(u.p)
or dr du
Donc:A1,(00-BK,(0)=0 avec K(0)—« dou B=0.

=0

To-T,
La seconde condition limite s'écrit : T(R,t) o F0 soit T(Rt)-T=To- T, et &(r,p) =0 i
T,-T,
Onendéduit A =-2_ 1 1
p |o(qR)
Et finalement : CTo-T 1o(an) (3.22)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).

2°™cas : flux de chaleur imposé

On impose brutalement une densité de fgia la surface du cylindre initialement a la tempgsuniforme
Ti.
|
|
[
Ti(0= T (. 0)
|

o

»
»

0 R r

Figure 3.14 : Schématisation d’un cylindre infiniex flux de chaleur imposé

s serit - 02T 19T _ 10T
L’équation de la chaleur s’écrit : —t= == a
q o2 r o a ot @
Avec les conditions aux limites : TX 0 FT (b)
oT
A—(R,1) = ©
or
On effectue le changement de variable suivant: T =T-T,
) _
L'équation(a) peut alors s'écrire : 07T 10T
ox? a ot
Et les conditions aux limites deviennent : | T(x0) =T, - T, (b)
T
A—(R,1)=¢g ©
or

On effectue une décomposition de la températureuenproduit de fonctions sous la forme:
T(x,t) =X(r)Y(t) . L'équation de la chaleur conduit a I'équatiorvante :
x4 X’

XY+ixy=Lxy ou: —R=-1Y__.2
r a X ay

Dont la résolution méne au résultat suivant :
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3 (mnrJ
- 0
-2 Ze—awnzt R

1
AR A |2R? 4 n w 2w, ]

(3.23)

On peut également traiter le probléme par une foamation de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposée.

Il a été montre que la température est de la foréfgr,p) =A 1,(qr) avecq= \/E
a
La condition limite en r = R s’écrit+ A oT(r.t) =@,
or
Soit : —)\w:& ou:-AgA Il(qR):&
dr p p
Et: A= —& ;
p Aql,(gR)
¢ _loar)
[P e r, = —-—
Dou: (arp) p Aql(qR) (3.24)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).

3°Mcas : coefficient de transfert imposé

On impose brutalement un échange de chaleur paecton avec un coefficient de transfert h & |demer
du cylindre initialement a la température uniforfne

L'équation de la chaleur s'écrit : === a
q o2 r o a ot @

Avec les conditions aux limites : Tr,0) T (b)
-\ (a—Tj =h[TRY)-To] (©
or r=R
|
|
Ti (r)::T (r, 0)

h [Te-T(R,1)] h [Te-T(R,1)]

R
.

l
0 r

Figure 3.15 : Schématisation d’'un cylindre infiniez coefficient de transfert convectif imposé
La solution peut s’écrire :

»
»

2—(T. -T,) (3.25)
T(rt)=T, + | 5 g nt 5 % (@)
R "~ (% + (*)nZJ‘]o (w,R)
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Olw, (n=1,2,3...) sont les valeurs propres, raciieBéquation a J,'(wr) + XhJO((or) =0.

On peut également traiter le probléme par une foamation de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposée.

Il a été montré que la température est de la foréfgr,p) =A 1,(qr) avecqz\/E
a
L O A I (5 ) I _
La condition limite en r = R s'écrit+A ——~ = h [T(r,t) - T,] =h [T(r,t)-T, ] +h [T, - T,]
or
h(T -T, hT -T
Soit : —)\M =h 6(qR,p)+M ou:-AqA Il (gR)=hA IO(qR)+M
dr p p
T,-T,
Et: A=—2— L

p IO(qR)+A—r:qll(qR)

To—T lo(ar)
lo(ar)+ 22 1, (aR)

D'od ; 8ar.p)= (3.26)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).

3.1.3.3 Sphere
1°" cas : Température de surface imposée

Nous considérons ici une sphére de rayon R a lpé&erture initiale uniforme ;Ta laquelle on impose
brutalement une température de surface T

N

TR =T

Figure 3.16 : Schématisation d'une sphére avec éatpre de surface imposée

o) = _
L'équation de la chaleur s’écritl:m = 101 @ ou: T=T-T,
roor>  adt
Avec les conditions aux limites : T(rO)=T,-T, (b)
TR =0 ©)
- i =T éalati ot - 92U _ 19U
Effectuons le changement de variable suivad(r,t) =r T(r,t), I'équation(a) devient : o7 Taat
r

Avec les conditions aux limites : ur,0)=rdTy) (b)
UR,t) =U(-R,}) =0 (c)

On retrouve le systeme d'équations de la plaquaienfd’épaisseur 2L (83.1.3.1) moyennant les
changements suivants :
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X - F—R
T U
T-Ty - r(Ti _To)

Ce qui permet d'obtenir le résultat suivant :
@ (-1)" . (nmr an?mt

Si exg - 3.27
nZ::l n R R? ( )

La température au centre est donnée par la liraita telation (3.27) quand r tend vers zéro eri$’éc

RT,-T) o 22
T(r,t)=TO+—( 0 T)) S exg - (21TDRY
JaTt  n=l 4at

T(r ) =T, + R(To-Ti)

On peut comme précédemment traiter le problémargatransformation de Laplace :

L'équation de la chaleur s’écrit : ii(rz EJ _1o7 @)
r2or\  or) a ot
Avec les conditions aux limites : Tr,0) T (b)
TR, )=7F (©)
On effectue le changement de variable suivaht= T =T,
2
La transformée de Laplace de I'équation (a) s’éc—g{—e + 2d6_p 6 ()

d? rdr a
On effectue un nouveau changement de variatjler ©

2
L'équation(d) s’écrit alors :d—lIJ _P PY=0
dar? a
La solution générale de cette équation s’éc@it::E =A sinh(q 1) +B cost{ar) avec q= \/E
r r r a
M -0 quandr - 0 dou B=0.
r
— ' T -T
On a la condition limite T(R,t) =T, -T. dou:A sinh(qR) _ To ~T,
R p
T, -T,
Onen déduitA=-0_1__R
p sinh(qR)
Et finalement : or.p) = T,-T, Rsinh(qr) (3.28)
p rsinh(gR)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).
2éme

cas : Flux imposé

On considére ici une sphére de rayon R a la teryéramitiale uniforme Ta laquelle on impose brutalement
un flux surfacique.
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o

Figure 3.17 : Schématisation d’'une sphére avecslufacique imposé

27T T —
L'équation de la chaleur sécrit:0°T =1 0T @ ou: T=T-T
r gr2 a ot
Avec les conditions aux limites : T(rO) =T, -T, (b)
TRt =0 ©

On effectue le changement de variable suivad(,t) = rT(r,t) qui permet de se ramener au cas de la
plaque infinie d'épaisseur 2L.

On obtient finalement a :

L[ @Wr
t @ (6r2-3R?) 2g,R? « S'r( J Ao %t
Ty =t Sl ) 2R% 2 T\ ) (o, (3.29)
pcR 10AR Ar 0= sin(w ) R?

olw, (n=1,2,....) sont les racines positives deuampn tan ¢) = w.

On peut également traiter le probléme par une foemation de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposée.

s . . sinh(gr
Il a été montré que la température est de la forﬁmE =A & avecq= \/E
a

r r
La condition limite enr = R s’écrit= A M =@,
or
Soit - \ dé( R.p) _ %o ol AA qRcosl{gR) -sinh(qR) _ ¢y
dr p R?2 p
RZ
Et: A=20 1

Ap gRcosH{gR)-sinh(qR)

2 .
Dod : o(r.p) = 28 sinh(gr) (3.30)
Apr gRcosH{gR)-sinh(qR)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).

3°Mcas : Coefficient de transfert par convection impsé

On considére ici une sphére de rayon R a la temopéraitiale uniforme Ta la surface de laquelle on
impose brutalement un échange convectif (avec efficient h) avec le milieu ambiant a la températlix
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| hTo- TR

Figure 3.18 : Schématisation d’'une sphére avecfimbefit convectif imposé

2 T —
L'équation de la chaleur sécrit:0°T =1 0T @ ou: T=T-T
r or2 a ot
Avec les conditions aux limites : T(r0)=T,-T, (b)
—)\? (R t)=h[T(R,1)-Ts] ©
r

On effectue le changement de variable suivdi(r, t) = rT(r,t) qui permet de se ramener au cas de la
plaque infinie d'épaisseur 2L.

On obtient finalement :

2
Rz(o 2 + E_
2h(T, -T,) = "l _ .
T(r,t) =T, + sin(w, R)sin(w, r) (3.31)
AR wn{szna@[@_ H
AUA
hR

Ou w, (n=1,2,....) sont les racines de I'équationoR cot((oR)+T—1= 0

On peut également traiter le probléme par une foamation de Laplace comme dans le cas d'une
température de surface imposée.

s . . sinh(qr
Il a été montré que la température est de la forﬁmE =A & avecq= \/E
a

r r
G o gy OT(r,t) _ _
La condition limite en r = R s'écrit+ A ——-2 = h[T(r,t) - T,] =h[T(r,t)-T. ] +h [T, - T,]
or
~si h[T -T i h[T -T
Soit: —AA qRcost{qR) SlndqR):he(qR,p)+ [' 0]:hAS|ndqR)+ [I 0]
R? P R D
T -T
Et:A=—1_20 R

P (L —1) sinh(qR) - Aq RcosH{qR)
hR h

T-T i
o(r.p) = o R sinh(qr)

D'ou: r{ A . A
P (E—lj sinh(q R)—Tq RcosH{qR) (3.32)

La température T(x,t) peut s’en déduire facilement appliquant une méthode numérique (Invlap ou
Stehfest) pour trouver la transformée de Laplacerse dé(x,p).
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3.1.4 Systemes complexes : méthode des quadripdles
Dans ce paragraphe, on notera :

- 0B(x,p) latransformée de Laplace de la températ(ug).

- O®(x,p) latransformée de Laplace du flux de chajdi,t).

On trouvera en annexe A.3.6 un récapitulatif desices quadripolaires associées aux systemesuss pl
couramment rencontrés dans la pratique.

3.1.4.1 Ecoulement unidirectionnel dans des murs plans

Mur simple
On consideére le cas d’un transfert de chaleur wggtionnel dans un mur d'épaisseur e.
2
La température T(x,t) au sein du mur vérifie I'étjon : g—I = %1% @)
X

2

En appliquant la transformation de Laplace a I'éiguga) on obtient :% =§ 6 (b) siT(x,0)=0.
X

Ou 6(x,p) est la transformée de Laplace de la tempera(x,t) (cf. annexe A.3.1).

L'équation(b) admet une solution de la formé(x, p) = k, (p) cosh(gx) +k, (p)sinh(qx) avec q2 =

o o

La transformée de Laplace du flux en un point quece du mur s'écrit :

®(x,p) = L[— XSa—T(x,t)} = —XSL[ﬂ(x,t)} = 2599 (x p) ©
0X 0x dx

Cette relation permet d'expriméx(x,p) en fonction de Kp), kx(p) et x :

®(x,p) = -1 Sk, gsinh(qx) - Sk, gcosHqx) (d)

Les relations (b) et (d) peuvent étre écrites erdxet en x = e, on obtient :
0(0,p) =k, ®(0,p) = -1 Sk,
6(e,p) =k, cosi{ge) + k., sinh(qe) ®(e,p) = - Sqk, sinh(ge) -1 Sgk , cost{ ge)

Il est possible d’'éliminer ket k entre ces 4 équations ce qui revient par exempgbgoamer 0;, ®;) en
fonction de @, ®,), on aboutit a:

[e(o,p)}: cosHge) isinh(qe) [e(e,p)}

A QS
*(0.p) A gSsinh(qge) c(]:osl(qe) ®(ep)

— /
M = matrice quadripolaire

(3.33)

On a la propriété : det (M) = 1 ce qui permet diBtda relation réciproque :

[e(e,p)}: cosHqge) —%Ssinh(qe) [e(o,p)}
®(e.p) -2 gSsinh(ge) gosl(qe) ®(0.p)

On peut par ailleurs établir une analogie enty@d@agation d'un courant en régime sinusoidal galesfert
thermique unidirectionnel en régime transitoire :

Intensité du courant électriguel —, Flux de chattans I'espace de Lapladéx,p)
Potentiel électrique U —_— Température dans I'espaceaplacé(x,p)
Impédance électrique Z _— Impédance thermique Z

LaloidOhm U- U= R Isetraduit par: ;F T, =R ¢

La loi des noeuds z | =0 se traduit par :Z(p =0
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Moyennant ces notations, la relation quadripol4883) peut étre représentée par le schéma éleetriq
équivalent de la figure 3.19.

N —z %
L bt

Z;
e—{ |
s
61 % Zs 6,
[ L

Figure 3.19 :Schéma électrique équivalent & un mur simple eimetgariable

Avec dans le cas du mur plan :

cost{ge) -1 ot 7 = 1

Zl = ZZ = . 3T
A Sgsinh(ge) A Sgsinh(ge)

Mur avec échange convectif

On considére le cas d’un mur échangeant de lawthade convection avec un fluide :

Te

¢ =hS[T- Tx=g) —

1§
»

0 er
Figure 3.20 : Schématisation d'un mur simple avangfert convectif
La relation ¢ = hS[Too _T(x:O)J peut aussi s'écrireT,, :his +T(x=0) que I'on peut traduire dans I'espace

de Laplace par 9, =0(,-q +% si ®est la transformée de Laplace du flpix et 8 la transformée de

Laplace de la température T.
On peut donc écrire sous forme matricielle quadiip®:

0.1 [1 0 (x-0)
By s o =

(x=0)
La relation quadripolaire (3.34) peut étre repri&separ le schéma électrique équivalent de ladiga1l.

Figure 3.21 :Schéma électrique équivalent a un transfert corfvect régime variable

Résistance de contact entre 2 murs

Considérons maintenant le cas du transfert dewhal&avers une résistance de contact R a I'eteréntre
deux milieux solides tel que représenté sur la@@i22.
T1(x=0) ~ T2(x=0)
R
traduire dans I'espace de Laplace pa[(;(zo) = ez(xzo) +R® si ®est la transformée de Laplace du fluxet

Le flux de chaleur s'écritg = peut aussi s'écrire Tl(x:O) =R¢ +T2(x:0) gue l'on peut
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6; la transformée de Laplace de la température T

1_ Résistance de contact R

LT

| »
| >
Figure 3.22 : Schéma de deux murs avec résistamceuitact

On peut donc écrire sous forme matricielle quadiipe:

s

Cette expression est analogue a la relation (384ghéma électrique équivalent est donc du mgpeedue
celui présenté sur la figure 3.21

0,
&,

Mur multicouches avec convection et résistancescdetact
Les équations matricielles quadripolaires précédent établies nous permettent d’écrire :

9f1=1/1/hlS Ar Bi||1 Rypj|Ay By ||l Ry||As Bg 1_%25 e
®, C, DiJ|0 1|C, DyJ|0 1]|Cs Dgjjlo "1~ ||,

0 1
, sinhlq g
avec:A, =D, =cosl{q &) ; C; =X, g;Ssinh(g ¢) ; B; :% et g = \/g

Fluidel a T

Convection, h @ @ Convection, h

Fluide2 a %

| | | | >
>

Figure 3.23 : Schéma d’'un mur multicouches aveweotion et résistances de contact

La description du probléme sous forme matricieberet d’en obtenir une formulation trés simple gée q
montre tout I'intérét de la méthode des quadripdles

Milieu semi-infini
Il a été démontré au §3.1.2.1 que la température s pace de Laplace d'un milieu semi-infinirg'éc
o(x,p)=Ae ™ ou q= [P
a
On en déduit la valeur de la transformée de Lapladéux en un point du milieu semi-infini :

d)(x,p):—)\sﬁz)\ AqSe ™ =AqgSB avec q :\/E:W/&
dx a A

® peut donc aussi s'écrireb = A gS6 = A /& Se=,/ApcSp0=ES\p6
A
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Ou E est I'effusivité thermique.
On pourra donc écrire en tout point d'un milieuiseifini :

0 = 0 (3.36)
o] |ESJp®
La relation quadripolaire (3.36) peut étre repri&separ le schéma électrique équivalent de ladiguz4.
@,
_ 1
0 Z=

ESVp

Figure 3.24 :Schéma électrique équivalent & un milieu semidiefirégime variable
Mur a température uniforme
Dans le cas d'un "systeme mince" : mur dont I'épaiset/ou la conductivité thermique permettent de

considérer sa température comme uniforme (Bi <d9,82.3.1), la différence entre le flux de chalenotrant et
le flux de chaleur sortant du systeme s'écrit smgint :

o, -9, = pcv% soit en appliquant la transformée de Lapladg - ®, = pcVpb

Ce qui peut se traduire sous forme quadripolairéspaelation :

6, ] [ 1 o1 e,
@, | |lpcVvp 1|, (3.37)
La relation quadripolaire (3.37) peut étre repri&separ le schéma électrique équivalent de ladiguas.
b,

0,

Figure 3.25 :Schéma électrique équivalent & un milieu a tempéeatniforme en régime variable
Exemple d'application : cf. modélisation de la méhdu plan chaud, exercice 16.

3.1.4.2 Ecoulement radial

Cylindre creux

________________________ _ _.T_f.l_.j_rz

Figure 3.26 : Schéma du cylindre creux

On montre de la méme maniére qu'au § 3.1.4.1 (Magit al, 2000) que les températures et les flurs da
I'espace de Laplace peuvent étre reliés par uaiaelquadripolaire :
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{i((réli))Hé o) {i((réﬂ?ﬂ
A=an, K, (ar)1,(ar)+K o @] 1, (ar,)
__ L

B= [Ko(qu)lo(qrz)_Ko(qrz)lo(qu)]
21l

C=2nLpcpnr, [Kl(qu) |1(qr2)_K1(qr2) |1(q rl)] (3.38)
D=qr [Ko(qrz) I (ar )+ K, (ar,)i,(a rz)]

lo, l1, Ko et K; étant des fonctions de Bessel (cf. Annexe A.2.8)déterminant de la matrice quadripolaire
est égal a 1.

Cylindre creux semi-infini

Comme dans le cas du mur plan, on montre quepbah écrire en tout point d'un cylindre creux isem
infini (r, - o) (Maillet et al, 2000) :

&)

6 K 3.39

HEAEAP (339)
Ko(qu)

La relation quadripolaire (3.39) peut étre repri&separ le schéma électrique équivalent de ladigLa?7.
(o)
1

- Ko(ar)
2maLar K,

Figure 3.27 :Schéma électrique équivalent & un milieu semidiefirégime variable
Exemple d'application : cf. modélisation de la mée du fil chaud, § 7.2.2.

Sphere creuse
r

Iz
Figure 3.28 : Schéma de la sphére creuse

On montre de la méme maniére qu'au § 3.1.4.1 (Magit al, 2000) que les températures et les flurs da
I'espace de Laplace peuvent étre reliés par uaiaelquadripolaire :

o)l o)l (3.40)
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A =r—2cosl{p)—smh(p) . B= sinh(p)
n an ATIA QI Iy

C=4mA rz{(l—ij cosHp) + (q n- iSinh(p)ﬂ . D=2 cosHp) + sinh(p)
2 arz o qry

Le déterminant de la matrice quadripolaire est adal

Avec :

Sphere creuse semi-infinie

Comme dans le cas du mur plan, on montre quepah écrire en tout point d'une sphére creuse-semi
infinie (r; - ) :

o o
LD} {4112\ {1+ qu)e} (3:41)

Le schéma électrique équivalent est identiquela petsenté sur la figure 3.23 avEéc __r
4ATA T, (1+qry)

3.2 Conduction unidirectionnelle en régime variable avec changement d’état

Température constante imposée en surface

Le milieu semi-infini est initialement & la tempeénz uniforme Ten phase 2. On impose brutalement une
température de surfacg ihférieure a la température de changement de [ghadeUn changement de phase va
se produire tout d’'abord a la surface puis se grepaers I'intérieur du milieu semi-infini.

L'équation de la chaleur s’écrit dans les phasas2l:

2
97Ty = 1 al @) dans la phase 1 [pour x < X(t)]
ox? a ot

2
97T, = 1 & (b) dans la phase 2 [pour x > X(t)]

x> a, ot

— Front de changement de phase.a T
\ 4
Phase 1 Phase initiale Zi = Tx(X, t=0)
s <+—— Milieu semi-infini
To = T]_(X:O, t)
f : ! >
0 X(t) X

Figure 3.29 : Schéma d’un milieu semi-infini achangement de phase

Les conditions aux limites s’écrivent :

(1,(x0)=T,(x0)=T, ©
T,(0t)=T, (d)
{ X )=T, (X, 1)=T, ©)
Al(‘&j —M(‘EJ L&
1) X 1) X dt
.
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On cherche la solution sous la forme :

T.(xt)=A erf{ }+T0 pour 0 < x < X(t)

2/ t

T,(x,t)=T, -B|1-erf pour X(t) > x ou A et B sont des constantes aribésea déterminer
2 /a,t

Les solutions proposées vérifient I'équation dectialeur (cf. §3.4.1.1), les conditions initiale &t la
condition (a). Il reste a vérifier les conditioes €t (f) a I'interface x = X(t).
L'équation (e) conduit a :

Aerf{ X() J+TO=Ti—B{1—erf{ﬂJ]=TC
2/t 22zt

Cette relation doit étre vérifiée pour toutes leseurs de t, on en déduit qued:=k Jt, ou k est une

constante.
En tenant compte de cette forme de X(t), 'équatippermet d'écrire :

-Kk? -k?
A Ae® )\, Be*™  pk
JTTay ma, 2
T.-T T,-T
Avec:A=—2S 9 _ et B=— 1 ¢
erf K 1-erf K
23 22
La position X(t) du front de changement de phaszakzrile finalement par :
X(t) = k (3.42)
Avec k solution de I'équation :
AT -T —K?2 A (T -Tc —K?2
L (Te -T) exp{ k J_ (T, ) exp{ K J:ka
4a 4a 2
erf{ K J 1 ll—erf{ K ﬂ 2
23, 22,
Et la température dans chaque phase s'écrit :
T.-T T -Tc
T,(x,t)=—2—2 erf{ X }+T0 P TL(x, 1) =T, - ' ll—erf{ X ﬂ (3.43)
2Ja,t 2Ja,t :
o [_k ] 2 [f {_k ]] :
23, 22,

On obtient dans le cas de I'eau les valeurs domgiesle tableau 3.1.

Tableau 3.1 : Valeurs de k en fonction detlde | pour de 'eau initialement liquide 8 T

To

10k 3 3 9 | 42| 5] -i8
0 [ 09871 1,3876 1,6893 10303 21550 23484
3108937 1.2919 15025 1.8420 20882 2.2506
6 [ 0.8106] 1,040 1,5025 1,7506 19661 21580
T, [ 9 [0.7371] 1.123% 14188 1.6650 1.8/92 20703
12| 0,6724] 1,0500 1,3411 15848 1,7974 1,9873
15/ 0.6154] 09829 1,690 1,5098 17203 19087
0.5653| 09217 1,023 14395 1.6477 18344
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3.3 Conduction multidirectionnelle en régime variab le

3.3.1 Théoréme de Von Neuman

Certains problemes bidimensionnels ou tridimenstnpeuvent étre résolus par combinaison de 2 ou 3
solutions monodimensionnelles. Considérons par pbecha cas d’'une barre rectangulaire infinie (loagutrés
grande devant les cotés 2&t 2L,), elle peut étre considérée comme l'intersectienddux plaques infinies
d'épaisseurs respectives 2kt 2l,. Le théoreme de Von Neumann permet d'affirmer Guéempérature
adimensionnelle de cette barre s'exprime commeddyit des températures adimensionnelles des dagues
infinies dont elle peut étre considérée comme étatdrsection :

[T(x,y,t)—Too] _ [T(x,t)—Too] ) [T(y,t)—Too] (3.44)
Ti _T°° barr@L1x2L o Ti _T°° plaqueelq Ti _T°° plaque2L o

Remarques :
- Il faut vérifier que les conditions initiales ebtdimites sont satisfaites sous forme adimensidanel
apres décomposition de la géométrie considérégtenséction d’éléments simples.
- Des géométries plus complexes peuvent égalemedésemposer en intersection d'éléments
simples, comme par exemple :

- Cylindre semi-infini = Cylindre infinin Milieu semi-infini
- Barre rectangulaire semi-infinie = Barre rectangalafinie N Milieu semi-infini
- Cylindre hauteur 2L = Cylindre infinil Plaque épaisseur 2L...

3.3.2 Transformations intégrales et séparation de variables

Les problemes de transfert multidirectionnel deHaleur peuvent dans certains cas étre traités eoenm
unidirectionnel par transformations intégraleségiasation de variables. Nous traiterons simplerigerd titre
d’exemple le transfert de chaleur dans un cylifishied'épaisseur e et de rayon R, initialement @gérature

uniforme, lorsque l'une de ses faces est soumiseeadensité de flux de chaleur uniforqgt). Le cylindre
échange de la chaleur par convection sur toutdacesavec le milieu environnant (cf. figure 3.30)

hy
QU

TR
h3® i
axy

h
Figure 3.30 : Schéma du systéme modélisé

Si I'on considére queg(t) est un Dirac, on retrouve la méthode Flash & Bans ce cas,

®o(p) = Lgo (t)] =1.

Le probleme est a symétrie cylindrigue on utilisenal I'’équation de la chaleur en coordonnées

cylindriques :

azT(r,z,t)+16T(r,z,t)+62T(r,z,t)
ar’ rooor 0z°

aT(r,z,1)
ot

(@)

1
a

La méthode de résolution utilisée est la suivante :
- Transformation de Laplace
- Séparation des variables
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’
A% =hy[T(r0.)-T;]- go(t) )
_)\M:hﬂ:T(r,at)_Ti] (C)
0z
Conditions limites et initiale : < % =0 @
—A@zhs[T(R, =T ©
T(r,z0) =T, O
\

On poseAT(r,z,t) = T(r,zt) - T; et L[AT(r,z,t)] =0 (r,z,p)

2 2
La transformée de Laplace de (a) séci 6( r.2,p) e 08(r,zp) +9 8(r.zp) _ E6( rz,p)
or? rooor 072 a

On écrit la température aprés transformation déacapsous la forme suivanté(r,z,p) = R(r,p) Z(z,p)
0’ R(r,p)Z@p) , 19RE.PZEP) , 9*R(.P)Z(zp) _

p
D R(P) ZzP)

ar? r or 0z°
1 (82R(r,p) LJLOR(P)), 1 9°Z(zp) _p
R(rp){ a2 1 or Z(zp) 0z° a
2 2
On en déduit :— [ 9"RE.P) +1_6R(r,p) =—q? et: Laz—(zz’p)—y2 =0 avec: y? =
R\ o 1 o Z(zp) oz

oo

Les solutions des équations ci-dessus sont :
R(r,p) = AJy(ar)+B Y, (ar)
Z(z,p) = Gsh(yz) + Dch(y2)
Application des conditions aux limites :
Y, (ar) - - lorsque r - 0, or la température doit rester finie donc B=0 R{r,p) = AJy(ar)

TR 1) _ B . OR(R,p)
T = s (TRZ)-Te) = -A =

wz—AaJl(ar) donc:AAaJ;(aR)=h3 AJy(aR)
r

Enr=R:-A

=h3;R(R,p)

h,R
On pose :H, :% et w=aR,
Les valeurs propres, sont solutions de I'équation transcendante; (w) =H 5 Jo (w)

Enz=e-A2T08Y _p (r(ret)-T,)= -1 228D
0z 0z

=h,Zep)

D'oli : ~A[Cy ch(ye)+ Dysh(ye)]=h,[ Csh(ye) + Dch(ye)] avec :y? :§+ox2 et w=aR

Enposant:3 = y e et sz%

On obtient =[CBch(B) + DBsh(B)] = H,[ Csh(B) + Dch(B)]
Or: 6(r,z,p) = R(r,p) Z(z,p) = AJy(ar) [Csh(yz)+ Dch(yz)] = CAJy(a 1) [sh(yz)+%ch (yz)}
D __ H,sh()+Bch(B)

Dou: —=

C  -Bsh(B)-H,ch(B)
Onpose . E=AC

8(r,zp) = EJy(a r){sh(yz) +

Ha sh(B)+Beh(B)
~psh(®)—H cn(@) )}
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[(-Bsh(B)—H, ch(B))chlyz)+(H, sh(B) +Bch(B))sh(yz)]
—Bch(B)—H; sh(p)
6(r,z,p) = Flo(a r}{[-Bsh(B) -H ch(B)] ch(yz) +[H, sh(B) + B ch(B)]sh(y 2}

8(r,z,p)=EJp(ar).

Aprés développement et factorisation on obtientaohetion particuliére. En faisant la somme de Ina
I'infini de ces solutions, on obtient la solutioérgrale :

Nn=oo0

6(r.zp) = X K J(an ) [Bn chy, (€-2))+ Hy sh(y, (e-2))]

n=1
Enz=0: A aT(a“Zo't) = hy(T(r0,0)~To) - 0o (1)
Soit : )\w = h16(r,0, p)—‘Do(p)

zZ

NS Jo(ctn 1) =B Vi sh(¥n (6-2)=Hz Yo chiyy (e=2)]-.

hy ”an 3o (@ 1) [Bn ch(yn (e=2))+H2 shiyy (e-2))] = o (p)

zF 30(0t 1) (M B Vi SP (¥ €)+ A Ha Yy ch (i €))+ hy By ch(vn €)+ Hy By shiyy €)= Po(p)

En posantH, :G’Th1 , on obtient : éanJo(anr)%[(pﬁ +H o Hy)sh(Bn) +Bn(H2 + H1) ch(Bn )| = ©o(p)
Sil'on pose :G, = F, %[(gﬁ + H2Hl)sh(Bn)+Bn(H2 + Hl)ch(Bn)]

Onobtient: 3G, Jo(a, 1)=®g(p)

n=1

R
L'orthogonalité des fonctions propres permet diécri Jy(at, 1) (0, 1) rdr =0 sia, 2ap,
0

R ® R
Donc [rdg(am r)dr YG,, Jo(anr)=[®q(p) rdo (o y,r)dr
0 n=1 0

R R
Dol : Gy, [rI5(a,rdr=[dg(p) rdg(an,r)dr
0 0

R 1
. - gdbo(p) rJo(o ridr ] d)o(p)—nRJl(O(nR) ] 20, (0)
Ffr.]%(O(nr)dr R_:(J%(an)+J§(anR)) m{1+ wﬁz]Jl(anR)
o H3
On en déduit finalement :
0(1,2,p) =S Fo(anr) [Brch(va (- 2))+ Hostlya(e=2) (3.45)
e
2¢o(p)x

ou:F,=

o, {1:’—3 31 0n)[B2 + HaHy)stiBn )+ B (Ho + He)ch(By )]

3
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. . . . wWpdy (W ! .
Les wy, étant les solutions de I'équation transcenda}@t&on)=% résolue numériquement. Une

3
centaine de termes est suffisante pour cald(tez,p). On calcule ensuite T(r,z,p) par transfdiorade Laplace
inverse effectuée numériquement.
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4 TRANSFERT DE CHALEUR PAR RAYONNEMENT
4.1 Généralités. Définitions
4.1.1 Nature du rayonnement

Tous les corps, quelque soit leur état: solidgyidie ou gazeux, émettent un rayonnement de nature
électromagnétique. Cette émission d'énergie s'eféeau détriment de I'énergie interne du corps &uet

Le rayonnement se propage de maniére rectiligrmevitdsse de la lumiére, il est constitué de remhatde
différentes longueurs d’'onde comme I'a démontrég&ience de William Herschel :

> T

Source a
To

Prisme

Ecran absorbant

Figure 4.1 : Principe de I'expérience de Willamrsiehel

En passant a travers un prisme, les radiations gaatou moins déviées selon leur longueur d’'o@te.
envoie donc les radiations émises par une soutaet@mpérature gfsur un prisme et on projette le faisceau
dévié sur un écran absorbant (noirci), on obtiémida décomposition du rayonnement total incidemtun
spectre de radiations monochromatiques.

Si I'on déplace le long de I'écran un thermometremesure la températurg aractérisant I'énergie regue
par I'écran dans chaque longueur d’onde. En coissimtila courbe J= f(A), on obtient la répartition spectrale
de I'énergie rayonnée pour la températugeld la source. On constate alors que:

- L'énergie émise est maximale pour une certainelengd'onde\, variable avec @

- L'énergie n'est émise que sur un intervallg,[A;] de longueur d’onde caractérisant le rayonnement

thermique.

On trouvera représentés sur la figure 4.2 iférents types d'ondes électromagnétiques et leanmgueurs
d’ondes correspondantes. On retiendra que le r&yoent thermique émis par les corps se situe ejitre0100
pm. On notera par ailleurs que le rayonnement estugear ’homme :

lr
'y

- Parloeil: pour 0,38im <A < 0,78um rayonnement visible.
- Parlapeau: pour 0,{8n <A < 314um rayonnement IR.
. Thermique
, ! logio)
I I I I I I I I I I I I I I I I I I .
I I [ o I I I I I I I I I I I I g
-2 -2¢c 9 ;-8 -7+ 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X R |
L : |
' . visible i !

Micro-onde Onde radio Téléphorie

Figure 4.2 : Spectre des ondes électromagnétiquies ()
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4.1.2 Définitions

4.1.2.1 Classification

Les grandeurs physiques seront distinguées selon :
- La composition spectrale du rayonnement
- Silagrandeur est relative a I'ensemble du spetteeest dite totale.
- Si elle concerne un intervalle spectral étroit @utour d'une longueur d'onde elle est dite
monochromatique : 5
- La distribution spatiale du rayonnement
- Silagrandeur est relative & I'ensemble des doestde I'espace, elle est dite hémisphérique.
- Sielle caractérise une direction donnée de prajwagalle est dite directionnelle xG

4.1.2.2 Définitions relatives aux sources

Flux
- On appelle flux d'une source S la puissance raypmaééed par S dans tout I'espace qui I'entoure, sur
toutes les longueurs d'onde. Le flfns’exprime en W.
- Le flux envoyé par un élément de surface dS daregte solide élémentair€dest noté &
- Le flux envoyé dans tout I'espace par une surf&mentaire dS est noté d
- Le flux envoyé par une surface S dans I'angle saiid entourant la direction Ox est notg.d

Nous avons donc les relations suivantes :  d¢ :jd2¢ et ¢ :'[dq) :Id¢x
Q S Q

Rappel sur les angles solides élémentaires :

L'angle solide sous lequel depuis un point O ort vrie surface S est par définition I'aire de lafaue
intersection de la sphére de rayon unité et du dérsommet O s’appuyant sur le contour de la sei$ac

L'angle solide élémentair&dsous lequel est vu d’un point O le contour d’'uatte surface dS (assimilée a
une surface plane) peut étre calculé par :

___ dScos

_ dScosa (4.1)
ds r

n

Figure 4.3 : Schéma de l'angle solide
Propriétés :
- Lavaleur d'un angle solid@ est comprise entre O et 4

- Pour un cone de demi-angle au sommetQ = 27 (1- cosa)

Emittance énergétique

- Monochromatique :
Un élément de surface dS émet un certain flérafgie par rayonnement dans toutes les direations
% espace. Ce flux est réparti sur un intervalléodgueurs d'ondes. Si I'on considére le flux d'éier
dq)ﬁ"dA émis entre les deux longueurs d'ondlestA+d\, on définit I'émittance monochromatique d'une
source a la température T par :

dop+ 4.2
M)\T :)\— ( )

ds dA

- Totale:
C'est la densité de flux de chaleur émise pgomaement par dS sur tout le spectre des longueurs
d’ondes. Elle n'est plus fonction que de la temip&eaT et de la nature de la source :

64 Cours Transferts thermique&2année Ecole des Mines Nancy



Transfert de chaleur par rayonnement

dp (4.3)

A=co
My = J' Myrdh =2

A=0

Intensité énergétique dans une direction

On appelle intensité énergétiqued flux par unité d’angle solide émis par une acefdS dans un angle
solide dQ entourant la direction Ox :

__doy
== (4.4)

Luminance énergétique dans une direction

Soita I'angle fait par la normalen a la surface émettrice S avec la direction Oxpiicgection de dS sur le
plan perpendiculaire a Ox définit la surface énwtrapparente ¢S= dS cosa. L'intensité énergétique
élémentaire gl dans la direction Ox par unité de surface émettapparentedS s ‘appelle la_luminance
énergétiqué x. En partant de la relation (4.4) :

ds ) Lo o 4%, (4.5)
X dScost  dQdScosu

Ox

Figure 4.4 : Schéma de définition des angles

Application : Formule de Bougouer

On déduit des définitions précédentes I'expressiofiux dd, envoyé par un élément d® luminance L
sur un autre élément gS
d?9, =1, dQ =L, dS cosa, dQ

ds Ok Ox
ds

o

Figure 4.5 : Schéma de définition des angles darisrimule de Bougouer

. . . ds, cosa
Ou : d2 est I'angle solide sous lequel on voit la surfaSedepuis la surface g8onc dQ = %
r
D'oul la formule de Bougouer : 2, _ dS cosy; dS, cosy, (4.6)
d q)X - Lix rz

4.1.2.3 Définitions relatives a un récepteur
Eclairement

C’est 'homologue de I'émittance pour une sourciclairement est le flux recu par unité de surface
réceptrice, en provenance de I'ensemble des directi
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Réception du rayonnement par un solide

Quand un rayon incident d'énerga frappe un corps a la température T, un papligor de I'énergie
incidente est réfléchie par la surface S, une aaréed, a,r est absorbée par le corps qui s’échauffe et te res
A Tar est transmis et continue son chemin :

dx par réfléchi » incident

O QxT absorb<

OATHT transmid(/

Figure 4.6 : Schématisation de la répartition d'flunx incident de rayonnement sur un solide

On a évidemment : Pr=dapartPronr+PrTar dou: P torr+nr=1

On définit ainsi les pouvoirs monochromatiquesédiissantp,t, absorbanta,r et filtrant Thr qui sont
fonction de la nature du corps, de son épaisseusadempérature T, de la longueur d’ohdi rayonnement
incident et de I'angle d'incidence.

Si I'on considére I'énergie incidente sur tout [gectre des longueurs d’'onde, on obtient les posvoir
réfléchissantpr , absorbantir et filtrant 1 totaux. Les valeurs der, a1 et 11 de certains corps sont donnés
en annexe A4.1.

4.1.2.4 Corps noir, corps gris

Corps noir

C’est un corps qui absorbe toutes les radiatiori$ mcoit indépendamment de son épaisseur, de sa
température, de I'angle d’'incidence et de la longukonde du rayonnement incident, il est défini paxr = 1.
Une surface enduite de noir de fumée est approxieraent un corps noir.
Propriétés du corps noir :
- Tous les corps noirs rayonnent de la méme maniére.
- Lecorps noir rayonne plus que le corps non ntarraéme température.

Corps gris

Un corps gris est un corps dont le pouvoir absdrban est indépendant de la longueur d'oidelu
rayonnement qu'il recoit. Il est défini pawir = ar.

En général, on considére les corps solides comraecalgs gris par intervalle et on utilise un pouvoi
absorbant moyen vis-a-vis du rayonnement émis pbus 3 um (rayonnement émis par des corps a haute
température comme le Soleil) et un pouvoir absdrbayen vis-a-vis du rayonnement émis pdu¥ 3 um
(rayonnement émis par les corps a faible températatmosphere, absorbeur solaire,...). On poutitred
d’exemple considérer les valeurs suivantes popeilsture blanche :

or 4

1

ar=0,9

ar=0,3

0 A=3pum A

Figure 4.7 : Représentation simplifiée du pouvdisarbant monochromatique de la peinture blanche.
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4.2 Lois du rayonnement

4.2.1 Loide Lambert
Une source est isotrope si la luminance est indégrga de la direction xl= L

| l |
" or Ly=—=—X__
ds dScosa

X

De 'égalité L= L on déduit la loi de Lambert pour une soustdrope :

4.7)

dl
O X =L cosa
/S T ds

Figure 4.8 : Schématisation de
l'intensité énergétique

Ainsi l'indicatrice d’émission est une sphére tamgeen O a la surface émettrice lorsque celleitialpi de
Lambert :

L
L a
ds ds
Luminance Intensité énergétique

Figure 4.9 : Schématisation de la luminance etidédnsité énergétique d'une source isotrope

Remarqgue Comme pour un cone de demi-angle au sommetQ =27 (1-cosa) et dQ =2msina da,

az% a=

, , d 2 .
lorsqu’un corps suit la loi de Lamber . L [cosadQ=2mL [cosa sinada
ds a=0 a=0
Soit : M=nL (4.8)

4.2.2 Lois physiques

4.2.2.1 Loide Kirchoff

. . . M R
A une température T donnée et pour une longueundd® donnée, le rapport—>" est le méme pour tous

QT
les corps.
Pour le corps noir:axr = 1 , le rapport 2:'” est donc égal a d4r en appelant Mt I'émittance
monochromatique du corps noir, donc : "
M7 =a7 MO,¢ (4.9)

L’émittance monochromatique de tout corps est égal@roduit de son pouvoir absorbant monochromatiqu
par I'émittance monochromatique du corps noir anléme température, d'ou lintérét de connaitre le
rayonnement émis par le corps noir.

Yves Jannot 67



Transferts thermiques

Cas des corps gris : loi de Kirchoff généralisée

Dans le cas du corps gris, on peut généralisex mdtte qui facilite les applications. En effetupaun corps
gris ayr=ag, donc:

A=c0 A= A=
My = J'M”d)\ = J'a” Mo,r dA = ar J'Mo”d)\
A=0 A=0 A=0

En appelant Mg I'émittance totale du corps noir a la tempéraflirenous obtenons pour un corps gris :

Mt =ar Moy (4.10)

L’émittance totale M d’'un corps gris a la température T est égal adyitae son pouvoir absorbamt par
I'émittance totale M@du corps noir a la méme température.

4.2.2.2 Rayonnement du corps noir

Emittance monochromatique

Elle est donnée par la loi de Planck :

A
exp{ FJ 1 (4.11)

Avec: G=3,742.10° w.m?
C,=1,4385.16 m.K

La loi de Planck permet de tracer les courbehésotes représentant les variations de{Mm fonction de
la longueur d’onde pour diverses températures :

Emittance d'un corps noir a 100C Emittance d'un corps noir a 5777 K

100 4
2,5E+08

©
o
1

2,0E+08

[
o
1

1,5E+08

IN
o
L

1,0E+08

Moar (W.m™)
Mot (W.m‘s)

5,0E+07

N
o
1

0 T T 1 0,0E+00
0 10 20 30

A (um) ° ! A (im)

Figure 4.10 : Emittance monochromatique d’'un campg a deux températures différentes

Remarques :

- Lalongueur d'ondé y pour laguelle I'émission est maximale varie awtempérature de la source :

T

_ 2,89710° B ®
S (4.12) et Mo, = 0410 70 (4.13)

M T

Avec T: Température (K)
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Pour le Soleil (£5777 K), 90% de I'énergie est émise entre 0,2L5m, le maximum étant situé dans le
spectre visible. Par contre, un corps noir a 3{300°C) a son émission maximale vers 8 um dans I'IR.

Emittance totale Mp

L'intégration de la formule de Planck pour touteslongueurs d’onde donne I'émittance totale- Mo corps
noir qui n'est plus fonction que de la tempéraflireon obtient la loi de Stefan-Boltzmann :

Mo, =oT* (4.14)
avec 0 = 5,675.1¢ W.m2K™
4
Dans les calculs on écrira souvenit ;; = 5675 ( % J

Fraction de I'émittance dans un intervalle donnéodgueurs d'ond@\ 1, A

C’est la fraction du flux émis par I'unité de swdadu corps noir a la température T entre les leagu
d'ondesA; etAs:

A A A, M A, M
.[MO)\T dA .[MO)\T dA .[Mo” d\ - .[Mo” dA .[Mo” dA .[Mo” dA
F)\lT—)\ZT — 2\01 - M . —_0 40 —__0 . _ 0 .
oT oT oT oT

J; Mo, dA

Ce qui peut également s’écrirdy; ;_, + = Fo_, r — Fy, 1 ; Calculons Fy_,+ a T constant :

A -5 A A 5
for=—tr [—G s L [LGRT g o L [LGRTI g1
°T" % exp{C—ZJ—l ° 9 exp{%}—l ° 9 exp{%}—l

AT
Nous constatons queyfr ne dépend que du prodail. Il suffit donc de dresser une fois pour toutes u
table a une entrée uniqdd@ donnant Gt et de l'utiliser pour le calcul dé, ;_, r = Fo_) v = Fo_yr- L€

tableau des valeurs est donné en annexe A.4.2.

4.2.2.3 Rayonnement des corps nhon noirs

Facteur d’émission ou émissivité

On définit les propriétés émissives des corpsngat rapport aux propriétés émissives du corps dans
les mémes conditions de température et de longllende et on les caractérise a l'aide de coefftsi@ppelés
facteurs d’émission ou émissivités. Ces coeffisgi@nbnochromatiques ou totaux sont définis par :

M
€7 =—1— et g, =—7" (4.15)
Mo, + Mo,
D’apreés la loi de Kirchoff, on montre que :
OaT =&z1 (4.16)

Cas des corps gris

s sont caractérisés pam, =a; soit d'aprés ce qui précédee,; =€+
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Or: Mt =&t Mog, nous en déduisons I'émittance du corps gristénfgpérature T :

_ 4
My =groT (4.17)

4.3 Rayonnement réciproque de plusieurs surfaces

Hypothéses :
- Les surfaces considérées sont supposées homogpagsgs, isothermes et grises.
- Les éclairement sont supposés homogénes et lesioéfb diffuses ;

4.3.1 Radiosité et flux net perdu

Le rayonnement qui quitte une surfages la somme de son émission propre et de lxi@fiel’'une partie
du rayonnement incident sur cette surface. On kppatliosité que I'on note ;) I'émittance apparente de la
surface $donc :

J=¢ 0T *+(1-¢)E (4.18)

Avec E: Eclairement de la surface G/V.m‘z)

Considérons maintenant la surfageci®oisie parmi n surfaces isothermes et homogemedéjmitent un
volume :

Ti4 Ei

)
‘ (1-&)E
%

S

& E

i

Figure 4.11 : Schématisation des flux de rayonnés@nune surface

La densité d'énergie nette perdue par rayonnensrp'écrit: @ _ =g cTi4 -& E;

: . R o 1
En introduisant, d’aprés (4.18), laradiosjtgdr: E; :T(‘]i -g; oTi4) , hous obtenons :
i
=t -a)=e omt e )-
¢ .= 1-e oTi" —Ji)=& 0Ty —E;|=J; —E (4.19)
1

4.3.2 Facteur de forme géométrique

On considére une surfaceddi sur toute son étendue a une émission apparénteS J; .

La surface Sest environnée par un nombre n de surfacésestt envoyé sur toutes ces surfaces (la surface S

peut également rayonner vers elle-méme si ellecestave). Le flux apparenp; peut donc se décomposer de la
maniére suivante :

Oi =01 1+ i ot T Fe +0 .
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Calculons ¢; |, qui est la part du flux quittant ui atteint &:

D’aprés la formule de Bougouer, le fluxizd)iqk envoyé par la surface élémentairg d&s la surface
élémentaire dS s’écrit :
dS, cosa; dS, cosa

d?pik = L 2

r

J.
avec L; = comme la surface grisq &uit la loi de Lambert.
T

Nous en déduisons ¢, | =J; [ | w ds; dS,
- S s r
Le facteur de forme géométrique @le la surface;par rapport a la surface &t alors défini par la relation :
_ COSa; COSO
S, f _” Lk s, ds, (4.20)
55 TUr

Il ne dépend que de la géométrie et de la dispositlative des surfaces & S. Des formules donnent sa
valeur pour les cas de figure les plus courantsafefexe A.4.3). Le flux; , peut alors s’écrire simplement :
Ok =Jifk S
Le facteur de forme géométriqug fs'interpréte simplement comme la fraction du fliatal émis en
apparence par; $¢; =J; Sj) qui atteint la surface;.S
Remarques :

- Le 2™ membre de la formule (4.20) de définition gebt symétrique en i et k, on en déduit la relatien
réciprocité des facteurs de forme :

Si fix =Sk fwi (4.21)

- Larelation ¢;=¢; 1+ 5 teriirrnn. FO; it +0;., peuts’écrire:
0, =J 1S +J fix S v, +3ifn S =3 S (Fig +Fip+ oo +f,) or ;=53
Dol : fo +fig+os +f, =1 (4.22)

Ces deux relations sont utiles pour la déterminalies facteurs de formes de plusieurs surfacessenre.

4.3.3 Calcul des flux

n
Leflux ¢ _; recu par la surface Sécrit: ¢ _; :EiS:Z‘qui or dr.i =Jk Sk fi
k=1

n n
Dlou: E;Si =Y JScfi =) kS fi dapres (4.21).
k=1 k=1

n
En reportant cette expression dans (4.18), nowsiobs : J; =¢; 0 T," + (1-¢) > 3, fy,
k=1

. 4a_Ji 1 2
Soitencore 1o T;" =—— - — Y (1-¢;) Iy fix

€; € k=1
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n
En utilisant le symbole de Kronecker, nous pouvémse : J; = Zéik N
k=1

n
_ 4
Dod - |<Z::1 [Bi —(1-& )fic] I =i oT; (4.23)

On écrit cette relation pour toutes les surfage®Bt on connait les températures. Pour cellesalonbnnait

n
plutdt la densité de flux net perdug _ on utilise larelation : ¢; . = Jj —Ej =J; = Xfix Ik
k=1
Qui peut encore s’écrire :

Zn:(6ik ~fi )Jk =0, (4.24)

k=1

Méthode de résolution

Si I'on connait p températures et (n-p) densitéfidenets ¢; , on écrit p fois I'équation (4.23) et (n-p)
fois I'équation (4.24), on obtient ainsi un systélimaire de n équations a n inconnues 4 ....., Tp+1,

La résolution de ce systéme permet de calculefnigy températures et les p radiosités inconnues. -

o . : . €;
densités de flux nets inconnues se calculent enpaitla relation: ¢, = 1 ' (oTi4 —Ji)
ne _8

Remarque :

Si une surface est noirg € 1), la relation (4. 23) ne peut pas étre uiséous avons alors simplement dans
ce cas larelation :J; = oTi4 et I'on résout le systéme des (n-1) équationsmsta

Exemple d'application : Cas de deux plans parall&lfnis

On suppose que les température®fl T, ainsi que les émissivités et e, des deux surfaces 8t $ sont
connues, on cherche a déterminer le flux net peadichacune de ces surfaces.

Nous avonssf = f,,= 0 car les surfaces 8t S sont planes et ne peuvent pas rayonner versrbeses.

n

Nous en déduisong,f=1 et $;=1 en appliquant la reIatioEfik =1 pouri=1et pouri=2.
k=1

La relation (4.23) s’écrit alors de la maniérevante pouri=1eti=2:

Jl—(l—sl).]z =& 0T14
—(1—82).]1 +Jz =€- 0T24

gt +e, (1) "
1-(1-gp)(1-¢p)

€ € € € € e,l1-¢€
o = (0T14‘31):0T14( L -—0 L J‘0T24 L3 2 (1-c)

1-¢; -5, 1-¢ € +E,-818, l-g;, g +e,-¢g8,
€€
Et =- :o(T“—T“) 12
(p‘l'nel (pznnet l 2 £l+€2_£1£2
o T14 - T24
Soit finalement : O, =792, TO— 7 (4.25)
—+— -1
€1 &
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4.3.4 Analogie électrique

Flux net perdu par une surface

s Si 4 . )z . OTi4 - ‘]i
Nous avons montre que @, ., = Toe oT;" —J) cequipeutencore s'écrire ty; = 1
—Si net —§
& S
Par analogie, cette relation peut étre représgratéke schéma électrique équivalent suivant :
q)inel
4
oT, AAAANIANA N J
1-¢,
&S

Figure 4.12 : Schéma électrique équivalent du fadiatif perdu par une surface

On notera que cette résistance thermique de raguemtene dépend que des propriétés physiques de la
surface Set qu’elle est nulle pour un corps noir.

Flux net échangé entre plusieurs surfaces

Le flux net perdu par la surfacedans ses échanges radiatifs avec I'ensemble dEgesirenvironnantes
s'écrit d'apres larelation (4.19)¢; = (Ji -E; ) S

Le flux ¢; = J § quittant la surface;$eut se décomposer de la maniére suivante :

n
bi =i+ 0o . +¢i-.n:Z‘1$fij
=
L'éclairement Erecu par la surface eut se décomposer de la maniére suivante :

n n
EiS=2¢.i=235T

I I
Le flux net perdu par;$eut donc s’écrire :

n n n
i 2SI T =4S T =25 T, (o _‘]j): 2 fre,
= = j=

=

J - J
Le flux net échangé entre les surfacest§ s'écritdonc: e, | = (Ji - )S fj =— I !
S fj

Cet échange radiatif peut étre représenté pahtnsz électrique équivalent suivant :

¢neLj

_—
d T VVWWVWWW—— ]
1
S fj

Figure 4.13 : Schéma électrique équivalent du fadiatif échangé entre deux surfaces

On notera que cette résistance thermique de ragmamteest purement géomeétrique et qu’elle ne dépasd
des propriétés physiques des surfages $

Application : Echange entre deux surfaces grises

Si les deux surfaces 8t $ sont seules en présence, le flux gt perdu par Sest égal au flux netp,
gagné par 5. Ce flux est encore eégal au flux ngt., | échangé entre;®t S, nous avons donc les égalités :

q)lnel = q)neﬁaz = _¢2

net
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oT,* -3 J. -J J,-oT,*

Soit - 1 1 1-Y2  _ 2 2
b1 1-¢, 1 1-¢,
€15 Sifi €,5;

Cet échange radiatif peut étre représenté pahtnsz électrique équivalent suivant :

b1,
_—>
0-Tl4 AAAAAANAAA Jl Jg 0-T24
1-g, 1 1-¢
&S Sifi2 €25,

Figure 4.14 : Schéma électrique équivalent du fadiatif net échangé entre deux surfaces

D'ou 01, =9, =0

net

T -T,°

1-¢
14

1

1-¢
+ 2

€15,

Slle

€,5;

(4.26)

Utilisation des schémas analogiques

Dans les systémes simples, il est plus rapidelidetila technique des schémas analogiques que dell
systéme linéaire. Lorsqu’on a établi le schémaaaialie, on calcule les différentes résistancesimuit puis
on résout par les techniques habituelles utilie@eélectricité : loi d'association des résistarersérie et en
paralléle, loi des noeuds,...

Exemple d'application Cas d’'une surface; onvexe completement entourée par une surface S

La surface $étant convexe elle ne peut pas rayonner versrdime donc :§=0
Larelation f; + fi2=1 nous permet de déduirgs: £ 1

La relation (4.26) s'écrit alors :

b, ==b, =o T'-1,° o T*-1,°
ha 7 e T g 1 1-g, 1 1 1
+—+ + -—
€15 S 825 €S €25, S
4 4
—_ - S (Tl -1 )
PR q)]'net - q)Znet =0
Dou: 1,s (1, (@.27)
g1 Sy \ &

Cas particulier ou la surface &st « petite » devant la surface: S

S . .
Nous avons dans ce cas:S—l =0 etlarelation (4.27) s'écrit alors :
2

01, =95, 08 (T14 - T24) (4.28)

Vue de la surface; 3« petit corps »), la surface & comporte alors comme un corps noir.
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4.4 Emission et absorption des gaz
4.4.1 Spectre d’émission des gaz

Beaucoup de gaz et de mélanges de gaz sont trangppour T < 3000 K : HN,, air sec...

Par contre, les gaz hétéropolaires di-atomiquestrbatomiques (C@ SO, CH,...) et des vapeurs
d’hydrocarbures ou d’'alcools présentent des baddesission et d'absorption de largeur plus ou majirasde
dans le spectre, le gaz restant transparent esgrbandes. Les spectres d’émission sont de plféredits selon
la température du gaz.

Le CO et la vapeur d'eau sont importants en pratique :
- Présents en grande quantité dans les gaz de caomyusur rayonnement est parfois essentiel dasis le
échanges de chaleur entre les flammes, les gadgkéales charges a réchauffer.
- Présents dans I'atmosphére, le flux qu’ils envoims la Terre joue un rble important dans sonnbila
thermique :
- Les refroidissements nocturnes importants obsemésaison seche s’expliquent par I'abaissement
du rayonnement émis par I'atmosphére du fait dailde présence de vapeur d'eau dans l'air.
- L'augmentation de la teneur en €@ans l'atmosphere du fait des émissions indukdsiegt
automobiles augmente le rayonnement émis par I'spimre vers la Terre et contribue au
réchauffement de la Terre (effet de serre).

4.4.2 Echange thermique entre un gaz et une paroi

Cas particulier

Traitons le cas d'une masse de gaz hémisphériglieret paroi plane de petites dimensions placézeatre
de la base de I'hémisphére : R

e
p

Figure 4.15 : Schématisation du cas considéré

Soient T, et Tyles températures de la paroi et du gaz et R lenrdgd’hémisphére.

Le gaz envoie sur la paroi un rayonnement dontefasité de flux a pour valeurog, Tg4 , g €tant le

facteur total d'émission de la couche de gaz dsSeair R a la températurg £y a la méme valeur dans toutes
les directions car la couche de gaz a la méme s&paisdans toutes les directions du fait de sa forme
hémisphérique.

La densité de flux absorbé par la paroi esf o€, Tg4 , Ep étant le facteur total d’absorption de la paroi.

La paroi émet par ailleurs un rayonnement d'uneitenle flux égale ao e, Tp4
Au total, la paroi recoit la densité de flux net :

_ 4 4
oo “Ep O (gg Ty —Tp ) (4.29)

Cas général

Dans le cas particulier que nous venons de trages les trajets aboutissant a la paroi ont la enémgueur
donceg est le méme dans toutes les directions. Il N'@strpas ainsi dans le cas général. Par exemplg,l@an
cas d’'une paroi sphérique de diamétre D enfermaatmasse gazeuse, les trajets aboutissants leopaune
longueur comprise entre 0 et D. Le calcul de lsstiéme flux envoyée par le gaz sur la paroi néisedsnc une
intégration par rapport a I'angle d’incidence.
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¢D

Figure 4.16 : Schématisation du transfert radiatihs une sphére gazeuse

On trouve par exemple dans ce cas que la densifiixest égale a celle que I'on obtiendrait avee u
S \ P 2
hémisphére de rayon équivalei® = 3 D

D’une maniére plus générale, on trouve qu’une bap@oximation du rayon de I'hémisphere équivalent
peut étre calculée par :

R=2V (4.30)

Des valeurs plus précises sont données dans &atabte I'annexe A.4.4.

Echange thermique entre deux parois séparées [pgzun

Considérons un gaz séparant deux surfage$ $ supposées planes, paralléles et noires, a degtatupes
différentes T et T, . On admettra que la masse de gaz est a la temm@ermiforme F et qu’elle a une épaisseur
constante L.

“ e S]_

4
O0¢gq Tg

oT,* lcsg T, ofl-¢

S S S S S S ASZ

Figure 4.17 : Schématisation des flux radiatifsrertteux parois séparées par un gaz

La température gTdu gaz peut étre calculée en fonction deefTde b en écrivant que le flux de chaleur
absorbé par la couche gazeuse est égal au flukegqrdgonne vers les deux parois :

4 _ 4 4
20e4Ty =€g0Ty +€40T,

4 4
+
Dol : T, T *Te
2

La densité de flux qui passe de la surfaca B surface Ss'écrit: ¢, , =0T, (1—59) +togg Tg4

€
. 4 4 4 g
Dou: Pnet =@ met =@1.2 ~0T2 :0(T1 - )(PTJ (4.31)
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5 TRANSFERT DE CHALEUR PAR CONVECTION
5.1 Rappels sur 'analyse dimensionnelle
5.1.1 Dimensions fondamentales

On peut exprimer les grandeurs physiques enifamdtun nombre limité de dimensions fondamentales.

Exemples Vitesse : L. T ; viscosité dynamique : M " LT?; force : M.L.T?

Sur ces exemples on voit que le nombre de dimendimmlamentales est de 3 : Masse M, Longueur L,
Temps T.

Ces trois dimensions fondamentales ne sont pasumuguffisantes. Pour les problemes de transtert d

chaleur,il est nécessaire d'ajouter un&"4dimension : la températueet, lorsque I'échange d'énergie entre
grandeurs mécaniques et grandeurs thermiques agasmesurable, on ajoutera la quantité de ch@leyui
sera considérée comme uré%limension.

Remargue Q, homogéne a un travail qui s'exprime en femctles dimensions fondamentales M, L et T par
Q =M.L.T? n'est pas une vraie dimension fondamentale.

La méthode d'analyse dimensionnelle, qui reposéesprincipe de 'homogénéité dimensionnelle desés
d'une équation, est connue sous le nom de théatéaschy-Buckingam ou théoréme des grouperments

5.1.2 Principe de laméthode

Si 1'on peut représenter mathématiquement uneHgsigue en exprimant une variable physique e8
fonction d'un certain nombre d'autres variable jies indépendantes,G..... ., G, c'est a dire si &=f (G,
Gs,..., G) ou encore f (@ G,,.. ., G) = 0, le probléme peut étre simplifié de la mamiguivante :

- On écrit pour chaque variablg, Géquation dimension en fonction des dimensiamlamentales. On
dispose alors de n équations qui ont nécessiténprdiions fondamentales pour caractériser toutes les
grandeurs physiques.

- On préleve p de ces n équations que l'on consi&rene équations de base. Bien que le choix des
équations prélevées soit arbitraire, il faut tooitelque chaque dimension fondamentale apparaisse au
moins une fois sur I'ensemble des p équations.

- Les (n-p) équations restantes se présentent alassferme de (n-p) rapports sans dimensions appelés
groupementst qui sont des "grandeurs réduites"”. On obtienisaloe équation réduite :

0 (M, T,...Thp) =0

Un groupementrt est le rapport d'une équation dimension d'unedgw@nphysique n'appartenant pas a
I'ensemble des équations de base au produit degtiéugi de base, chacune d'elle étant portée aentsine
puissance :

_ 6]
[G]% [G,]" ...[G, ]

Pour chaque dimension fondamentale M, L8, TQ figurant au dénominateur, on fait la sommeeaigmsants
qgue l'on identifie avec I'exposant de la méme dsimn figurant dans I'éguation dimension de la geand
physique du numérateur. On obtient ainsi un systénéaire de p équations dont la résolution perdet
déterminer les p exposants des équations de bad&ndminateur.

Il suffit alors d'écrire le rapport en fonction des grandeurs physiques attachéedquations dimensions de
départ.
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5.1.3 Exemple d'application

Considérons un fluide en circulation forcée dans canalisation cylindrique pour lequel on se prepds
déterminer le coefficient de convection h relatif #ansfert de chaleur fluide-paroi qui corresp@ndine
convection forcée :

Tube

Fluide aT;

Vitesse u

Figure 5.1 : Schéma de la configuration étudiée

Détermination des grandeurs physiques

Il faut déterminer tous les parametres dont défeemidnsité de flux de chalegr(liée a h parp = hAT), ce
sontici :

Les caractéristiques du fluide :

- A coefficient de conductibilité thermique
-G chaleur massique

- p masse volumique

- M viscosité dynamique

Les caractéristiques de I'écoulement

- u vitesse moyenne du fluide

La géométrie de la surface d'échange

- D diameétre de la conduite

L'écart de température paroi-fluidaT

dot: fQ, G p WU DAT, ¢ =0

Equation dimension de chague grandeur

s'écritici :
A Q.TiLte?
Co: Qmtet
p: M.L3
W M.TLL?
u: L.T?!
D: L
T: 0
®: Q.TLL?

Détermination des groupememts

78

Il faut ensuite écrire I'égquation aux dimensionsdmmentales M, L, T, Q de chacune des grandeurs, ce qui

Il faut maintenant choisir 5 équations de base {t&® les dimensions fondamentales ont été utilisdes
facon a ce que les 5 dimensions fondamentalesefigau moins une fois dans I'ensemble des équations

Prenons par exemplé; p, u, D,AT, il reste@, getp.

On écrit alors les 3 rapports sans dimension qooreants a ces variables sous la forme :

P . Cp

T = Ty =

T2 )\‘blpcl Ddl u® - T2 )Lb2pcz Ddz u®

g3 =

u
T2 )Lbspcs Dds uss
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Transfert de chaleur par convection

Pour chaque rapport, on remplace les grandeurs physiques par leuriégs dimensions ce qui donne par
exemple pourt :
- oL
i 1. -1 = _ _
Pour chaque dimension fondamentale, on identifie dgposants de puissance entre numérateur et
dénominateur relatifs a une méme dimension ceanpdwit au systeme :

Q): 1=h
(T): -1=-h-a
L: 2=-h-3g+d+e
C)E O0=al-bl
(M) : 0=g
Le rapportry s'écrit donc 1, = @D
AT A
Ce qui aveep= hAB peut encore s'écrire
o= hD
Y
On obtient de la méme maniére :
uDc
]'[2 = u et ]'[3 =
A pDu

Le théoréeme de Vaschy-Buckingam nous permet dtagfique la relation :
f(A, qp W u DAT,@=0

entre 8 variables peut s'exprimer & l'aide des tiombres sans dimension, etz sous la forme :
f (T, T, 1) =0 oury = f(Th, Th).

Signification physiqgue de ces groupements

hD : o
. = ~ est le nombre de Nusselt, il peut aussi s'écrifdu =

D‘|I—‘|>’|U

C'est donc le rapport de la résistance thermiquedduction par la résistance thermique de corecti
est d'autant plus élevé que la convection est prédimte sur la conduction. Il caractérise le typdrensfert
de chaleur.

K- Re c’est I'inverse du nombre de Reynolds qui c#irége le régime d’écoulement dans
e

. T, =
8 pDu
la canalisation.

uDc ) o D _¢C i
. T, :¥ , c'est le nombre de Peclet On petit aussiritéc Pe:pLD%“ et faire
V!

. : C .
apparaitre un nouveau nombre adlmensmnné?r::pT“ appelé nombre de Prandtl. Ce nombre est

calculable pour un fluide donné indépendamment abeslitions expérimentales (il ne dépend que de la
température) et caractérise l'influence de la eadurfluide sur le transfert de chaleur par conwact

On préfere donc chercher une relation sous la forme

Nu = f (Re, Pr) (5.1)

5.1.4 Avantages de l'utilisation des grandeurs réduites

lls concernent essentiellement la représentatéocpinparaison et la recherche des résultats exgréam :
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- La représentation degésultats expérimentaux est simplifiée on pourrairaune courbe reliant 2
variables ou une abaque reliant 3 variables réslaitdieu d'une relation liant (3 + p) paramétres.

- La comparaison des résultats expérimentaux esti ags rapide et aisée, quel que soit le chercheu
méme si le systéme d'unité utilisé est différensgue les grandeurs réduites sont sans dimension.

- Larecherche des résultats expérimentaux esitéacet ordonnée : s'il suffit de tracer une caudntre
deux variables réduites, c'est qu'il suffit d'dffiec une seule série d'expériences.

Remarque
II faut toutefois bien comprendre que la méthodel'asalyse dimensionnelle qui fournit les grandeurs

réduites ne donne pas la forme de la relation gsille, la recherche de cette relation fait I'oljet
dépouillement des résultats expérimentaux.

Quelgues groupements sans dimensions

Groupement
Re= pub Nombre de Reynolds
vl
C, H
pr=—F Nombre de Prandtl
A
Nu = h)\—D Nombre de Nusselt
puDc,
Pe= )\ Nombre de Peclet
Ma = h Nombre de Margoulis
puc,
213
Gr= BQA# Nombre de Grashof
)
c. BgATp?L®
_ G POATRTLY Nombre de Rayleigh
Ap

5.2 Convection sans changement d’état
5.2.1 Généralités. Définitions

Les transferts de chaleur qui s’effectuent siméitaent avec des transferts de masse sont ditserende
chaleur par convection. Ce mode d'échange de chabdéste au sein des milieux fluides dans lesquietst

généralement prépondérant.

Convection naturelle et forcée

Selon la nature du mécanisme qui provoque le moentedu fluide on distingue :

- La convection libre ou naturellde fluide est mis en mouvement sous le seut efés différences de
masse volumique résultant des différences de tenpés sur les frontiéres et d'un champ de forces
extérieures (la pesanteur).

- La convection forcéele mouvement du fluide est induit par une candépendante des différences de
température (pompe, ventilateur,...).

L'étude du transfert de chaleur par convection perde déterminer les échanges de chaleur se pamtiuis

entre un fluide et une paroi.

Régime d’écoulement
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Transfert de chaleur par convection

Compte tenu du lien entre le transfert de masde wansfert de chaleur, il est nécessaire de peeed
compte le régime d'écoulement. Considérons aditneemple I'écoulement d’un fluide dans une corgluit

- En régime laminaird’écoulement s’effectue par couches pratiquernmafépendantes.

YYVYYYYY

u=0 Umax
= 7 7 7 T

Figure 5.2 : Schématisation d'un écoulement lanmmai

Entre deux filets fluides adjacents les échangeshdkeur s’effectuent donc :

- Par conduction uniquement si I'on considére unectivn normale aux filets fluides.

- Par convection et conduction (négligeable) si lbomsidére une direction non normale aux filets
fluides.

- En régime turbulent’écoulement n’est pas unidirectionnel :

-

sous-couche laminaire

O
CC
C

Unax  ZONe turbulente

7o oo oo =

u=0
Figure 5.3 : Schématisation d'un écoulement turbtle

L’échange de chaleur dans la zone turbulente steffepar convection et conduction dans toutes les
directions. On vérifie que la conduction molécidagst généralement négligeable par rapport a la
convection et a la « diffusion turbulente » (mékadg fluide di a I'agitation turbulente) en dehdeda
sous-couche laminaire.

5.2.2 Expression du flux de chaleur

Analogie de Reynolds

De méme qu’au niveau moléculaire on explique lzos#é des gaz par la transmission des quantités de
mouvement des molécules lors des chocs intermaiées) on explique la transmission de la chaleurlgpa
transmission d’énergie cinétique lors de ces méhess.

Cette liaison intime des phénoménes de viscosidé atansfert de chaleur conduit a I'analogie dgnBkls :
dans un écoulement fluide avec transfert de chalewprofil des vitesses et le profil des tempérsisont liés
par une relation de similitude schématisée suiglaré 5.4. Cette similitude sera démontrée plus ttains le cas
d’'un écoulement sur une plague plane chauffée.

Umax Tmax

Figure 5.4 : Représentation de I'analogie de Réysdans le cas d’'un écoulement turbulent dansiba t

Couches limites dynamique et thermique

Quel que soit le régime d’écoulement, il demeure couche limite dynamique dans laquelle I'écouldmen
est laminaire et dont I'épaisseur est d’autant pagaiiite que le nombre de Reynolds est grand. ISéear de
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cette couche limite varie en fonction de nombrearametres : nature du fluide, température, rugakitéa
paroi, ...

L'analogie de Reynolds montre que le gradient tlgum est particulierement important au voisinagdade
paroi, dans une couche limite thermique qui se ldgpe de maniére analogue a la couche limite dyaaeni
Quel que soit le régime d’écoulement du fluideconsidere que la résistance thermique est entiétesitaée
dans cette couche limite thermique qui joue le dikolant.

Ceci correspond au modéle de Prandtl représentdasfigure 5.5 a titre d’exemple pour I'écoulement
turbulent d'un fluide dans une conduite.

CCACA
QoY
&GO B

Umax

Figure 5.5 : Représentation du modéle de Prandtirpm écoulement turbulent dans une conduite

Expression du flux

Quel que soit le type de convection (libre ou dacet quel que soit le régime d'écoulement duddui
(laminaire ou turbulent), le flux de chaleuest donné par la relation dite loi de Newton :

¢=hsS Ao

(5.4)

Le probléme majeur & résoudre avant le calcul du dle chaleur consiste a déterminer le coeffictnt
transfert de chaleur par convection h qui dépenmuh diombre important de paramétres : caractéritiglue
fluide, de I'écoulement, de la température, d®tank de la surface d'échange,...

On trouvera dans le tableau 5.1 I'ordre de grandeucoefficient de transfert de chaleur par conwact
pour différentes configurations.

Tableau 5.1 : Ordre de grandeur du coefficientrd@sfert de chaleur par convection

Configuration h (Wrif °C*)

Convection naturelle

Dans un gaz 2-10

Dans un liquide 100-1000
Convection forcée

Avec un gaz 10-200

Avec un liquide 100-5000
Ebullition de I'eau

Dans un récipient 2500-35000

En écoulement dans un tube 5000-100000
Condensation de I'’eau sous 1 atm

Sur une surface verticale 1000-11000

Al'extérieur de tubes horizontaux 10000-25000

5.2.3 Calcul du flux de chaleur en convection forcée

Calcul exact
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Transfert de chaleur par convection

Dans certains cas de figure simples, un calculritide peut permettre d’aboutir & une expressiotyagae
du flux de chaleur échangé par convection entréluigie et une paroi. Nous traiterons ici a titrex#mple le
cas classique de I'écoulement laminaire en régiemmanent d’un fluide a propriétés physiques comssaa la
température ;I sur une paroi plane de longueur L maintenue &emeérature J(cf. figure 5.6).

On constate que la vitesse du fluide évolue d'ualeur nulle & la paroi a une valeur proche delans une
zone d'épaissew(x) appelée couche limite dynamique. De la mémeiénanla température du fluide évolue de
la valeur | a la paroi a une valeur proche dg @ans une zone d'épaissefifx) appelée couche limite
thermique.

Vo | Vo
-~ — Couche limite
> S dynamique :
> b h V=V,
y x 3
/
a d
T—> 7 7
X 0 X X + dx L

Figure 5.6 : Schématisation du développement daneche limite dynamique sur une plaque plane

L’équation de conservation de la masse s’écris$otme intégrale (cf. annexe A.5.1) :

%P v+ [p Vids=0
Aot 5
Ol n est la normale extérieuresa

En régime permanent% =0. Appliquons cette relation au volume [abcd] reenéé sur la figure 5.6 :

. 3 3 .-
[p V.ndS= —p(judyJ + p(judyJ + [pVw .ndS =0
X x+dx

z 0 0 \bc Y,
Y Y Y
flux masse flux masse flux masse
sortant par ab sortant par cd sortant par bc

- - d /(3

Onendéduit: [pV, .ndS =-p—| [udy|dx
bc dx 0

L'équation de conservation de la quantité de mowveran régime permanent (Théoréme d’'Euler, cleaan

A5.1) s'écrit :

ij(f/.ﬁdez jp? dv+ | T dS:jjl'dS car f = 0 (pas de force de volume due a un chextgrieur)
s A s s

Ou T sont les forces extérieures (par unité de surfa@dercant par contact sur les faces de la suiface

délimitant le volume\.
Appliquons cette relation au volume [abcd] :

o 3 3 - (- -
ij(V.nde:—p(jVudyJ +p(jv udyJ +jpvw(vw.njds (par unité de largeur)
s 0 0

x+dx bc
Soit en projection suivant Ox :

- 3 3 SO
jpu(V.nde:—p(juzdyJ +p(ju2dyj + [P Uy (Vw.njds
b2 0 X 0 X+dx bc

- 3 3 -
jpu(V.nde:—p(juzdyJ +p(ju2 dyJ +PpUy [ Vi .ndS
b2 0 X 0 X+dx bc

X
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D’ou en utilisant I'équation de conservation denasse :
fou V.n |dS= a4 afuzd dx-puy & ?ud dx
zp . pdx ! y PUc ax | y

Analysons les forces en présence suivant Ox :
- sur [ad] s’exerce le frottement pariétal
- sur [bc] comme le profil de vitesse est uniforrhe)y a pas de frottement
- il n'ya pas de forces de pression puisque la presst uniforme dans I'’écoulement.

On peut donc écrire :

- 3 3 (e -
[TdS=-1,dx dou: -1, dx:pi Ju?dy dx—pumi [ udy |dx carij(V.n)dS:deS
z dx \o dx o z z

T 1
On en déduit —— =4 | 5 [ (ki) d(l) @)
puooz dx Ouw Ug g

2
On cherche a priori la vitesse sous la forme sirdpla profil parabolique U —a+p (%) + c(%)

oo}
La vitesse est nulle & la parai(y =0)=0
La continuité de la vitesse et du frottement adatiere de la couche limite impose les conditisuisantes :

u(y =8)= U,
du
—(yv=8)=0
udy(y )
On en déduit que:izl( —XJ (b)
. 8l" s
ou u

ett :p(—j =2 —=
P ay y:O 6
21 2 dd

Les relations (a) et (b) conduisent &+———=——
pV, d 15dx

Mo _ 30
pu, X Re

2
Puis par intégration 5% =301 ou encore (éj =30
X

29

T, =2 u""—Zu PYe
P T oHle 30p X

PU
2U Uy
P . - Tp 30 x
On en déduit I'expression du coefficient de frottetn C; , = 1 = I
2 2
— uw — uoo
2 P 2 P
. . 0,73
On obtient finalement:  C, =
X 05
Rey

Une analyse plus précise (équations locales et'gpothéses sur la forme du profil de vitesse)dtorait &
une constante de 0,664 au lieu de 0,73.

A pression constante, la variation d'enthalpie daystéme est égale a la chaleur fournie a ce sgstEm
appliquant ce principe a un volum®)(de surfaceX) et en négligeant la dissipation visqueuse (sointeene de
chaleur correspondant a la dégradation de I'énengeanique en chaleur), il vient :

ji(pH)dV+j(pH V+ a) .nds
A0t 5

ou H désigne I'enthalpie massique du fluideaele vecteur densité de flux de chaleur.
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Fluidea T, o _
¢__— Couche limite thermique :

ba

. v d
= o5 |

X x Paroial  x+dx

Figure 5.7 : Schématisation de la couche limiterthique sur une plaque plane

Appliquons cette relation en régime permanent dume [a’'b’c’d’] représenté sur la figure 5.7 pour fluide
tel queH =c, (T —TO) (la pression est supposée constante). La dersftéxdde chaleur conductif est nulle sur
la surface [b'c’] puisqu’a I'extérieur de la couchmite thermique la température est uniforme attva.,.
D’autre part, on néglige le flux de chaleur londinhal (suivant Ox) devant le flux de chaleur trarsal (suivant

Oy), la température variant beaucoup plus rapidemi@ns la direction Oy que dans la direction Oxp(iiese
de couche limite). Il vient alors :

A A
-|pcp JuTdy| +|pc, JuTdy
0 0

ol gp=-A (0_) est la densité de flux de chaleur échangé a la fyausitive si entrant dans le volume
y=0

+pc, T [UdS-qpdx=0
bt

X X+dx

[a'b'c’d]).
En appliguant la conservation de la masse au volatie’d’], il vient :

. A
[p V.ndS=p judS:—pi(judyJ
bc' bc dx 0

do —d P Tdy|dx— P I —d dy |dx— dx=0
ou : Cc u X Cc o0 u X X
dx P g; y P dx g; y qp

1 T-T
Ao B PN AU PRSI d[xj ©
PCpUe (Tp—Too) dx| oUg Tw = Tp A
o . T-Tp YY), (VY
On cherche a priori la température sous la forme:—T =a+b (—)+ c (Z)
w ™ lp
La continuité de la température et du flux de dmalinpose les conditions suivantes :
T-T
P (y=0)=
=0)=0
T (y=0)
T-T
P (g =A)=
=A)=1
T, (y=2)
A L (y=a)=0
dy
T-T
On en déduit que-—" =Y (2—¥j d)
T, -T, A A

Et:q,=-A o =2A
P ay y:O

1
Les relations (c) et (d) permettent d'écrire; Ao :+i AJX(Z—XJ 1-Y| -2 d(lj
PCpUc (Tp —Too) dx

Tp = Te
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\ A
On se place dans le cas @< d et on suppose quezg <1 reste constant

. L . dA 12\
La relation précédente devient alora d_ = -
X
C, Uy, | 1-—
P ( 5)
2
. (A 24 1 . V,, X
Puis apres mtegratlor(:—) = ou Re, = P
X Re, Pr ( r) U
ril-—
5
2
Parailleurs:(éj =30
X Rey

4

5Pr(1—£)r
5

Dans le cas Pr = 1, la solution de I'équation &)re= 1, les couches limites dynamique et thermiqot la

méme épaisseur et il y a analogie compléte erdradmsferts de chaleur et de quantité de mouverGésdt le

cas des gaz pour lesquelssFt.

Le cas r <1 correspond au cas Pr > 1, c'est ledea&au par exemple (Pr 7). Une solution approchée de
1

I'équation (e) est anrs:—g =Pr 3

r est donc solution de I'équatiorr.2 =

(€)

La densite de flux de chaleur a la paroi s’éct:=h (Tp -To ) = 2% (Tp —Tw)
1 1
h 2 3
Et Nux_—x_%é_oseRex pr’
- SN y2 _y3
Un calcul plus précis conduirait a : Nuy, = 0332Re, Pr 5.5

Le flux global s’obtient par intégration dgentre x = 0 et x = L et on en déduit le nombré&ldeselt moyen sur
la surface de longueur L :

(5.6)

J— ¥y2 1
NuL = 0664Re, pr/3

Calcul approché

Dans les cas plus complexes ou une solution agabtne peut pas étre établie, on utilise des etivés
déduites d’expérimentations.

L'application de I'analyse dimensionnelle montreegia relation liant le flux de chaleur transféré pa
convection aux variables dont il dépend peut &uoherchée sous la forme d’'une relation entre trorabres
adimensionnels :

Nu = f(Re, Pr) (5.7)
Nu = h)L—D Nombre de Nusselt
Définis par : Re= pub Nombre de Reynolds
n
Cph
Pr= . Nombre de Prandtl

ou D est la dimension caractéristique de la géoenébnsidérée qui sera par exemple le diamétre
4 xSectiondepassage

Périmétre
pour un conduit cylindrique), le diamétre extéripour un écoulement extérieur perpendiculaire &uba,
la longueur pour un écoulement a surface librauserplaque...

hydraulique Dh = pour un écoulement dans un conduit (égal au dranétérieur
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Transfert de chaleur par convection

Le calcul d'un flux de chaleur transmis par cotiatforcée s'effectue donc de la maniéere suivante
1. Calcul des nombres adimensionnels de Reynbldis Rrandtl.

2. Suivant la valeur de Re et la configuratiorchoix de la corrélation (fonction f dans la redatb.7).
3. Calcul de Nu par application de cette corigtat

4. Calcul deh = A Nu etde ¢ = hS(Tp - Tw)_

Pour la convection forcée, les principales coriétat sont données en annexe A.5.2. Les propriétéside

Tp +To
(Co P, A, 1) soONt calculées a une température moyenne dited@ture de film Ty = L

5.2.4 Calcul du flux de chaleur en convection naturelle

Mécanisme de la convection naturelle

Considérons un fluide au repos en contact avegarw plane a températufe. Si 'on porte la paroi a une
températurel = Ty + AT, le fluide au contact de la paroi va s'échauffar gonduction et la masse du volume
unité va passer d® apo - Ap :

Fluide aTo, po Fluide &To, po
f=0pg
Tp=To Q V=1u Tp=To+AT V=1u
“ A
t=0 t

Figure 5.8 : Représentation du mécanisme de coiovecaturelle

Il sera donc soumis a une force ascensionnélle—Ap g . Le principe fondamental de la dynamique
permet d'évaluer I'accélération du fluide :

Pour unvolume unité : m@ dou: Apg=py et y= % g
En introduisant le coefficient de dilatation cutediudu fluide défini par B = —% (—2_?_ ) , il vient :
P

y=-BgAT
B gAT est donc le module de I'accélération produiteligagpansion thermique due a la variatidh de la
températurd . Ce mouvement du fluide induit par les différendesnasse volumique résultantes des gradients
de température va donner naissance aux courantmgection.
Dans le cas d'un transfert de chaleur par convectaturelle le long d’'une plaque plane, le coedfitide
convection dépend des caractéristiques du fluld@; 1, G, B, g, de la paroi caractérisée par la longueur L et de
I'écart de températum® aux bornes du film, ce que I'on peut traduireynae relation du type :

o=fA,p 1 G B g LAT)

Dans le systtme M, L, B, Q, cette relation entre 8 grandeurs se réduitearalation entre trois nombres
adimensionnels :

Nu =f (Gr, Pr) (5.8)

Définis par :
hD
Nu = T Nombre de Nusselt
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AT p?L3
Gr= Bg—zp Nombre de Grashof
)
Cph
Pr= T Nombre de Prandtl

Signification physigue du nombre de Grashof

Lorsque la masse unité du fluide, soumise & I'éceébn g AT subit une variation d'altitude L, la
conservation de I'énergie permet d’écrire :
2
u
——=BgATL
2

2
— représente la variation d’énergie cinétiqu3ed AT L la variation d’énergie potentielle.

On voit donc que le nombre de Grashof peut se enstis la forme :
2
Gr= 1fule
ZAN
Il est donc proportionnel au carré d’'un nombreRdg/nolds caractérisant I'écoulement. En pratique, e

convection naturelle, le courant qui prend naissaaste laminaire jusqu’a ce que le nombre de Gfasteigne
une valeur d’environ 10

Calcul du flux de chaleur en convection naturelle

L'application de I'analyse dimensionnelle montreegia relation liant le flux de chaleur transféré pa
convection aux variables dont il dépend peut &uoherchée sous la forme d’'une relation entre trorabres
adimensionnels : Nu = f(Gr, Pr) définis par :

Nu = h)L—D Nombre de Nusselt
AT p? L3
Gr= Bg—zp Nombre de Grashof
n
Coht
Pr= T Nombre de Prandtl

Le calcul d'un flux de chaleur transmis par cori@tnaturelle s’effectue donc de la maniére suivan

Calcul des nombres adimensionnels de Grashof etatwlt| .

nNoE

Suivant la valeur de Gr et configuratienchoix de la corrélation.

w

Calcul de Nu par application de cette corrélation.

4. Calcul deh = A Nu

etde¢=hs(r -T,)

Pour la convection naturelle, les principales datigéns sont données en annexe A.5.3. Les propriéié
fluide (G, p, A, 1) sont calculées a la température moyenne de Bimnee en convection forcée.

5.3 Convection avec changement d’état

5.3.1 Condensation

Phénomeénes
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Les échanges de chaleur entre une vapeur se cantlesns une paroi et la paroi proprement dite §ésat
aux types de condensation qui dépendent essemtggitedes interactions liquide-paroi.

Si le liquide ne mouille pas la surface, il se feralors en certains points des gouttelettes dédeqqui
ruissellent le long de la paroi . Ce type de cosd#Ban ne peut s’observer que si la paroi a unfaceitisse et
propre. Dans le cas d'une condensation en goulgtéiguide qui ne forme pas un film continu suipkroi offre
une résistance thermique négligeable.

Cependant, le type de condensation que I'on renegdinéralement dans la pratique est la condensatio
film : la paroi est isolée de la vapeur par un fdantinu de liquide qui joue le réle d'isolant théque entre la
paroi et la vapeur et fait chuter la valeur dufficent de transfert de chaleur par convectiorahiapport a la
condensation en gouttes.

Valeur du coefficient h pour la condensation em fil

La théorie de Nusselt, établie en 1916, relie aigplgment le coefficient de transfert h aux divemsameétres
physiques intervenant dans la condensation endfilm fluide sur une paroi :

Paroi verticale

Hypothéses :
- Ecoulement laminaire du film.
- Température de paroi constante.
- Gradient de température constant dans le film.
- Grand rayon de courbure du film de condensat.

0

<v

Tp ¢

—h Film de condensat

dx

v

Xy
Figure 5.9 : Schématisation de la condensationusie paroi verticale

On notera Jla température de saturation (rosée) de la vegielyr(<Tg) la température maintenue constante
de la paroi verticale.

Les forces s’exercant sur le systeme constituégtide d'épaisseur dx compris entre ydegt de longueur
unité suivant Oz (surface grise) sont :

- Laforce de pesanteurp, g (5-y)dx

- Laforce due a la vapeur d'eau déplacg g (5-y) dx

- Laforce de frottement visqueuxy, du dx (hypothése du fluide newtonien)
dy

Le bilan des forces s'écritp, g (5-y)dx =, U G+ p, 9(6-y)dx
dy

En intégrant I'équation précédente entre y = 0=dyavec la condition limite u = 0 en y = 0, on obtien

UZM(éy_isz

M 2
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Le débit massique de liquide condensé a une hawigar unité de longueur suivant Oz) est donné par
8 - 1 - 53

. Jp{(pl Pv)g (5y__ yzﬂ dy=p, P17Pv)Y
0 M 2 3u,

Le flux de chaleur cédé par le condensat a la sanmola hauteur dx s’écrit :

Ty -Te
Oy =-A dx(a—TJ =\ dx >
y=0

ay o)

Entre les hauteurs x et x + dx, I'épaisseur du filerliquide passe dead + dd du fait de la condensation sur
la hauteur dx. La quantité de vapeur condensée rmr x + dx s’écrit :

di, @i=p)gd® | dl (pi=p.)gd’ |5 o (p1=py)gd” dd
A ET I ET !

dx My
Le flux de chaleur cédé par le condensatpatai doit étre égal a la chaleur latente de cosalion libérée
par la quantité de vapeur calculée ci-dessus soit :

- 32 dd Tg-T
o (P1—pv)g AH=Adx 9 TP
Ky 5

L'intégration de cette équation avec la conditionte d = 0 en x = 0 conduit & :

6:[4u| )\,X(Tg—Tp)F

gAHp, (o -py)
- . - Tg _Tp
Le coefficient de transfert de chaleur local (epa) convection vérifie h, dx (Tg —Tp) =\ dx
. A
Dou:h, =—
0

1

AH —py A2 |4
Soit: hy = gAH py (p1 —py A
ap x Ty - Tp)

Le coefficient de transfert moyen s’obtient en gnét le coefficient local sur la hauteur L de laface

L
1
condensante : h, == Ihx dx
L
0

(5.9)

oo2V2 { A pi2gaH J%‘

Soit finalement : v 3 Ly, AT

Avec :
AH : chaleur latente de condensation (3)kg

AT : différence entre la température de rosée dapewr et la température de la paroi (°C)
L: hauteur de la paroi (m)

Condition de validité : Re < 2100

Considérons par exemple le cas d'un tube vertieaidmétre extérieur De.
Soient M : débit massique de condensat

S :section de passage du film liquide
On définit le diamétre hydraulique,du film par :

sedion passage S . u
ionp ge _ dou Re= pubp _ P 4S _ 4M

D. =4 = =
n périmétremouillé niDe W K nDe y, mDe

La condition de validité s’écrit donc dans ce cas% <2100
My T
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Remarque

Les grandeurs physiques relatives au liquide seaitiées a la température du film définie par laniole de
3T +T
Drew: T, =—2
4

Tube horizontal

Une valeur moyenne de h pour un tube horizontal @ee calculée par :

Api® gaH ]%

hh = 0,725
Dey AT

(5.10)

Avec la condition de validité :Re= i <2100
Y, tDe

Comparaison entre tube horizontal et vertical

Si I'on note |, la longueur du tube vertical et Pk diamétre extérieur du tube horizontal, le rapples
deux expressions de h conduit a:
h L
h = 0769 —V
h, De,,

Dou hy > h, si L, > 2,86 Dg ce qui est pratiguement toujours le cas. Dans lésmes conditions de
température, le coefficient de transfert est plegé&sur un tube horizontal que sur un tube vertica

Dans le cas des condenseurs a faisceaux tubulaesdsibes n'étant pas tous dans un méme plancmbaiz
le liquide tombant d’'un tube va « épaissir » lenfijui existe sur le tube situé en-dessous de lsode que le
coefficient de transfert de chaleur h est moingéir les tubes inférieurs.

En tenant compte du recyclage du condensat suules inférieurs, Nusselt a proposé la relationasue
pour calculer la valeur moyenne de h pour un enlged®N tubes situés dans un méme plan vertical :

= _ Apigan |4
hp = 0725 ————— (5.11)

N Dep AT

L'expérience a montré que cette formule théorigoend des valeurs de h inférieures a celles détéasin
expérimentalement et qu’il convient de multiplier valeur de h donné par la formule (5.9) par unetac
correctif selon la formule suivante :

(5.12)

_ c AT
=h, |1+ 02(N -1) —F
AH

hh corrigé

5.3.2 Ebullition

Formation des gouttelettes et des bulles

La pression d’equilibre d’'une gouttelette de liquidhns sa vapeur est de la forme; (T)= pS(T) +£ ,
r

cf. figure 5.10. Si ¢ - 0 alors py - ©, donc une gouttelette ne pourrait théoriquenpest prendre
naissance dans une vapeur qui est un milieu cortors du refroidissement d’'une vapeur a pressastnte,
la condensation va donc étre initiée sur des « gemmde trés petits diamétres (poussiéres en sigpatans
latmosphére par exemple) a une températugeinférieure a la température de saturatiogp)l Le

développement de la condensation va ensuite awair @ffet d’augmenter la taille des gouttelettedistinuer
I'écart entre Fet Tg(p).
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De maniére analogue, lorsque I'on chauffe un liguith suppose que sur les parois chaudes sur lesgse
produit I'ébullition se trouvent des discontinuit@etites cavités contenant de I'air) qui servemt‘germes”
favorisant la naissance de bulles de petit diangtree température, Bupérieure a la température de saturation
T«(p). Le développement de I'ébullition va ensuiteiaypour effet d'augmenter la taille des bullegdghinuer
I'écart entre Tet Ty(p).

p N
Courbe d’équilibre
d’une surface plang
de liquide
Courbe d’équilibre
d’une bulle de vapeu
— de rayong
Courbe d’équilibre
g (M Lo ] d'une gouttelettede| '
t liquide de rayong |
20 ' !
My i i
Liquide i : Vapeur
ps (T) p-tmmmmoom oo e oo go Yap
Pro (T) fmmm oo oo S S EEEERE e : !
! Sous-refroid issemenzi Surchauffe ' T

Figure 5.10 : Diagramme général d’équilibre liquidapeur

Les différents régimes d’'ébullition

Les variations du coefficient de transfert de clateen fonction de I'écart de températilige-Ts(p), o T
est la température de la paroi chauffée, présel@enéme allure pour un grand nombre de liquiddes sont
représentées par le graphe de Nukiyama (cf. figure).

Zone AB

Bien queB, > B4(p), il 'y a pas encore naissance de bulles. laéde paroi-liquide s’effectue par convection
naturelle et obéit a la loi de Newtongi= hS(Tp —Too), h se calculant par les corrélations concernant la

convection naturelle (cf. annexe A.5.2). Une évapion se produit sur la surface plane et libreiduidle en
contact avec l'air.

C

h 4

|

I

0 TP_Ts(p)
Figure 5.11 : Représentation schématique du grajghNukiyama
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Zone BC

Les bulles montent en colonne a partir de pointigésde la paroi : les « sites » avec une fréquéad®rdre
de 100 par seconde. Ensuite les bulles devienreeptud en plus nombreuses et isolent presque totatela
paroi par une couche de vapeur presque contindwatlation de la chaleur s'effectue principalensenis
forme de chaleur latente de vaporisation. C'egblee d’ébullition nucléée

La densité de flux de chalewp transférée dans cette zone peut étre calculédapésrmule suivante

(Rosenhow, 1985) :
® 033
o]
=C (5.13)
w aH Vg o, -pv)l

c AT
AH (P )

Ou:g Capacité thermique du liquide
AT Ecart de températuré, —Ts(p)
AH  Chaleur latente de vaporisation
Pj Nombre de Prandtl du liquide a saturation

(o] Tension superficielle (valeur pour I'eau dansalel¢au 5.2)

g Accélération de la pesanteur

pi Masse volumique du liquide

Py Masse volumique de la vapeur

C Constante déterminée expérimentalement (cfuvslgans le tableau 5.3)
s s =1 pour I'eau, 1,7 pour les autres liquides

Tableau 5.2: Valeur de la tension superficielle pbeau (d'aprés Holman, 1990)

Température Tension
saturation | superficielle

°C 10° N.m"
0 75,6
15,6 73,3
378 69,8
60 66,0
93,3 60,1
100 58,8
160 46,1
226,7 32,0
293,3 16,2
360 1,46

374,1 0

Tableau 5.3: Valeurs de la constante C pour diversmnfigurations fluide/surface chauffante
(d’aprés Holman, 1990)

Configuration C

Eau-Cuivre 0,013 Benzénze-Chrome 0,010
Eau-Platine 0,013 Alcool éthyliqgue-Chrome 0,027
Eau-Laiton 0,006 n-Pentane-Chrome 0,015
Eau-Cuivre poli a I'émeri 0,0128 | n-Pentane-Cuivre poli a I'émeri 0,0154
Eau-Acier inox poli 0,0080 | n-Pentane-Nickel poli a I'émeri 0,0127
Tetrachlorure de carbone-Cuivre 0,013 Alcool isopropylique-Cuivre 0,00225
Tetrachlorure de carbone-Cuivre poli 0,007 Acool n-Butyl-Cuivre 0,00305

Point C

La couche de vapeur isole totalement la paroi quide et la chaleur ne peut plus se transmettrepgue
l'intermédiaire de la vapeur de trés faible conolitét thermique. L'augmentation brutale de la résise
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thermique va provoquer une brusque augmentatida température de la paroi chauffante jusqu’a wea
qui va permettre d’évacuer le flux fourni & la paxda fois par conduction-convection et par rayement. On
passe ainsi brusquement du point C au point D ldotempérature dépasse largement 1000°C, on anfdsita
paroi dans la plupart des cas, c'est pourquoi it i est appelé point de burn-out

La détermination du point de burn-out est capitias I'étude de I'ébullition pour d’évidentes raisode
sécurité. La corrélation la plus utilisée pour déieer cette densité de flux de burn-out est laae (Zuber,
1958) :

Pno =

py AH |:0-g(pl ~Py ):|}{1 (1+p_\,]2 (514)

Zone CD
Zone instable.
Zone DE
Zone d'ébullition pelliculairedans laquelle le transfert de chaleur de la paews e liquide s’effectue par

conduction et par rayonnement & travers la couchénue de vapeur. Les coefficients de transferthdsdeur
peuvent se calculer par (Bromley,1950) :

1
Conduction : h =062 A oey (e -py)g (AH +04cy, AT) 4 (5.15)
c du, AT
4 4
Rayonnement : = o¢ (TP ~Tsar ) (5.16)
Tp ~Tsat

1

. h. )3
Global : h=h, o +h, (5.17)

La relation empirique (5.17) nécessite I'utilisatune méthode itérative pour calculer le coeéfitiglobal h.

Intérét du transfert de chaleur par ébullition

Outre dans les générateurs de vapeur d'eau largertisés dans les industries agro-alimentairdsxtles,
ce type de transfert est utilisé pour I'extractdmtrés importantes puissances calorifiqgues armetsurfaces
trés réduites : refroidissement de coeurs de néacteicléaires, de moteurs de fusée... du faivalesirs élevées
des coefficients de transfert, de I'ordre de 100 0Oni2°C™.
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6 INTRODUCTION AUX ECHANGEURS DE CHALEUR
6.1 Les échangeurs tubulaires simples

6.1.1 Généralités. Définitions
6.1.1.1 Description

Un échangeur de chaleur est un systeme qui pernetuasférer un flux de chaleur d’'un fluide chaudna
fluide froid a travers une paroi sans contact tlieatre les deux fluides.

Exemples radiateur d’'automobile, évaporateur de climatise.

Un échangeur tubulaire simple est constitué de téwes cylindriques coaxiaux. Un fluide (généralanie
chaud) circule dans le tube intérieur, l'autre déespace compris entre les deux tubes. Le trandéechaleur
du fluide chaud au fluide froid s’effectue a travks paroi que constitue le tube intérieur :

— Isolant thermique
Fluide froid —> / Surface 5 A T hz
h
Fluide chaud——| Surface $ h T 1 I rn Iy ra
— b s — — — — — — — — — —t — — — — — — — ] — i — s — — ) —— —_—
0 L X

Figure 6.1 : Schéma d’'un échangeur tubulaire simple
6.1.1.2 Hypotheses

Dans les calculs qui suivent, nous avons retenhypsthéses suivantes :

- Pas de pertes thermiques : la surface de sépaestita seule surface d'échange.
- Pas de changement de phase au cours du transfert.

6.1.1.3 Conventions

Le fluide chaud entre dans I'échangeur a la tentpegd;c et en sort a 1, le fluide froid entre ar . et sort a

Tos
Deux modes de fonctionnement sont réalisables :
Co- courant Contre — courant
Tee™ T2 T AT > Tos Tas T2 T AT * Tze
Tie , T1 l L, Tig T1e — T l L Tis

Figure 6.2 : Schématisation des fonctionnements@oarant et & contre-courant
6.1.2 Expression du flux échangé
6.1.2.1 Coefficient global de transfert

Une premiére expression du flux de chaleur traésfiems un échangeur peut étre déterminée en écrivan
gu’il est égal au flux de chaleur perdu par leduthaud et au flux de chaleur gagné par le flfrimld pendant
leur traversée de I'échangeur :

Yves Jannot ot



Transferts thermiques

6= m Co1 (Tjs _Tle): rﬁchz (Tze _Tzs)

Les produitsq,; = n'wl Cp, €t o = n.12 Cp2 Sont appelés les débits calorifiquies deux fluides.
Le flux de chaleur peut donc finalement s’écrire :

¢:qc1 (Tle _TJs):qCZ (TZS _TZe) (6.1)

Par ailleurs, le flux de chalegrtransmis d'un fluide 1 & un fluide 2 & traverg&aoi d'un tube cylindrique
s'écrit :

¢:

21th1rlL 2n A L 27th2r2L

Dans les échangeurs de chaleur, on choisit de rappe flux de chaleur échangé a la surface @, L,
soit d'écrire:¢ =h S AB. Le coefficient global de transfert h d’'un éateur de chaleur s’écrit donc :

-1

rzln(—]
r
h=| 2 4 \1J +—1+R

(6.2)
hyr A h, "

Ren €st une résistance thermique due a I'encrassetesrdurfaces d'échange dont il faut tenir comptésap
guelques mois de fonctionnement (entartrage, depdgosion,...).

On trouvera dans le tableau ci-dessous les ordrgsathdeur de h pour des échangeurs tubulairesrenet
meétallique.

Tableau 6.1 : Ordres de grandeur du coefficierttajlde transfert h de divers types d'échangeurs

Coefficient global de transfert
h (W m?°C?)
Liquide-liquide 100-2000
Liquide-gaz 30-300
Condenseur 500-5000

6.1.2.2 Cas ou h est constant

Fonctionnement a co-courant

Il faut d'abord établir la relation liant le flude chaleur transmis dans I'échangeur au coeffigkaiial de
transfert h et a la surface extérieurg ®Béchange. Cette relation est fondamentale car pérmet de
dimensionner un échangeur, c'est a dire de caldalaurface d’échange nécessaire pour transférdtumn
imposé.

Pour cela, on effectue un bilan thermique de lgdéchangeur comprise entre les distances xtetix de
I'entrée de I'échangeur :
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Figure 6.3 : Schéma des flux élémentaires dansbargeur tubulaire simple

Le bilan thermique consiste a écrire que le fluxhigeur perdu par le fluide chaud lors de songugssntre
les plans d'abscisse x et x + dx est passé inggeait a travers la paroi de séparation des deigefsoit :

. . . . . T, hds,
L'équation du bilan thermique s’écrit= =-
-1, g

T, dépend de Tdonc avant d'intégrer, il faut établir la relatiiant ces deux grandeurs. Pour cela, on
effectue le bilan thermique de I'échangeur entattée de I'échangeur et I'abscisse x en écrivaatle flux de
chaleur perdu par le fluide chaud a été intégratémézupéré par le fluide froid soit :

_ . _ A
qd(Tb_Tl)_qcz(TZ_TZe) dou T, =Ty+ (Tle_Tl)
c2

Nous pouvons alors écrire en intégrant sur la sarfatale d’échange, S

%2 hds, :Tjﬂs dTy :Tjﬂs dn
0 da Te Tl _q_d-(T]e _Tl) - TZ& Te (1+—qd ] Tl —(—qd T]e+ TZQJ
Uc2 Ue2 Ue2
hs "
Dot: -—2 = 1q In[[1+ da ]Tl—[—qd Te +T2eﬂ
dg 14 Ja Ue e r
Ae2
Soit :
hS
L I {m[{n—qd]u—[—qd Tb”kﬂ_m[[“_qd]TE_[_% TE+T29]]}
dg 1+q_01 Ueo U Y U deo Y,
d. Y

Tie-Tze
L’écriture du bilan thermique global entre I'enteida sortie de I'échangeur :

¢' = qcl (Tle _Tjs):q02 (TZS _TZe)

Permet d'écrire : q—‘IlTle + T, = o Ty + T,
9 9
hS, 1 T =Ty
En reportant dans I'’équation intégrée, il vient= = In
Oy 1+ Ya Te—Th
9c
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. . 1 . . .
On peut également exprime———— en fonction des températures des fluides :

]_+q_C1
U2
1 _ 1 _ Tle_T]S
1+q_c1 1+& Tle_T]s"'T]S_Tge
A2 Te =T

hS, Te-T

Is n[ Ty Tzs]
g LE Sl PR P P Te T

D’ou la relation: —

T1e- T2 Quireprésente I'écart de température entraliddichaud et le fluide froid a I'entrée de I'échenr
peut étre NotéAT e =T1e- T2, ON €crira de méme a la sortie de I'échangATs =T~ Txs .

AT, - AT,

AT
In[ = ]

AT,
Le premier membre de cette équation représentexelé chaleur totalp transféré dans I'échangeur.

AT, - AT
Le rapport : —————— est la moyenne logarithmique (MLDT) de I'édift entre I'entrée et |a sortie

L'expression précédente peut alors se mettre sofasrhe : qd(T]e - T]S) = hs,

S

AT

e

In

de I'échangeur.

Le flux de chaleur échangé se met donc finalenmrt & forme :

¢ = hS, AT, (6.3)
AT, — AT
Avec : AT, =——-72 (6.4)
AT
In
&

La distribution des températures des fluides g lda I'échangeur présente I'allure suivante :

A
Tie
T
Tiim e
Tas
Toe
0 >
L X

Figure 6.4 : Evolution des températures dans uraggeur tubulaire fonctionnant a co-courant

Remarques
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- Enaucun cas on ne peut avbi > Tis car a partir de I'abscisse ou les deux fluideaiset a la
méme température il n'y aurait plus d'échange ddetin possible.

- Les deux fluides voient leurs températures se oaper d'une température limitey,] cette
température est donnée par :

1. =Y Tie ¥0co Toe (6.5)
im —
ISR I

Fonctionnement a contre-courant

On montre que la relation (6.3) s’applique aussntd un échange a contre-courant qu'a un échange a
courant, mais les expressions/A et deA T, ne sont pas identiques dans les deux cas :

Co-courant Contre-courant
ATS :T]S _TE ATS :T]S _Tk (66)
ATg =T Ty ATy =Ty — Ty

La distribution des températures dans un échariggenintre-courant présente I'une des allures siggant

A A

T1e Oc1 < G2 T1e Oc1> G2

Tos i i
T i
| T |
0 L ! .
X 0 X

Figure 6.5 : Evolution des températures dans uraggeur tubulaire fonctionnant a contre-courant

Oc1< G2: On dit que le fluide chaud commande le trans&rtl — o alors Tis — Toe €t Tos# T1e

Oc1> G2: On dit que le fluide froid commande le transfeBi. L — o alors Js — T1e €t T1s# Toe

Remargue
- Dans un fonctionnement a contre-courant il estiplesd’obtenir Tos >T s

- Il est par contre impossible d'obteffigs >T1e OU T1s <Toe.

Comparaison des deux modes de fonctionnement

Dans un échangeur tubulaire simple, le flux de ezhaltransféré est toujours plus élevé avec un
fonctionnement a contre-courant &dr, est plus élevé.

Exemple: T1=90°C T;s=35°C
T2e=20°C T,=30°C
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(90- 20) - (35- 30)

Co-courant : AT, = = 246°C
90-20
Inf ————
{ 35-30 J
Contre-courant : AT = (90-30) - (35-30) =325°C
90-30
In| ———
35-30

A chaque fois que cela sera possible on choisina do fonctionnement a contre-courant.

Plus généralement, un échangeur de chaleur deguaatibn quelconque aura des performances toujours
supérieures a celles de I'échangeur tubulaire sieplco-courant et inférieures a celles d’'un éahamgbulaire
simple en contre-courant.

6.1.2.3 Cas ou h n'est pas constant

On utilise dans ce cas la méthode de Colburn guiHgpothése que le coefficient global de transfevarie
linéairement en fonction d&T : h=a + MAT.

Nous pouvons écrire :
- Alentrée de I'échangeur : . bk a + bAT,
- Ala sortie de I'échangeur ;s h a + bAT,

he —hg he —h

Les coefficients a et b s'expriment parb=——=—2— et a=h, -—=—>— AT,
AT, - AT AT, — AT
Le bilan thermique de I'échangeur entre les abssig®t x + dx s'écrit toujours :
, dT, hds,
—-q,dT, = hdS, (T, -T,) soit =-
-1, Aq

T]S
Le calcul de | 1

ﬁ apres avoir exprimé h€ en fonction dd'; conduit au résultat final suivant :
T1e h Tl _TZ

he AT, — hg AT,
2
In ﬁ
hg AT,

Remarque Dans le cas ou h ne varie pas linéairementaitrltchangeur, on découpera celui-ci en autant de
morceaux sur lesquels on pourra faire I'’hypothéseedvariation linéaire de h.

6.1.3 Efficacité d’'un échangeur

6.1.3.1 Définition et calcul

On définit I'efficacité d'un échangeur comme lepag du flux de chaleur effectivement transférésdan
I'échangeur au flux de chaleur maximal qui seraibgféré dans les mémes conditions de températiemsée
des deux fluides dans un échangeur tubulaire dgi&n infinie fonctionnant a contre-courant :

__¢ 6.8
" b ©©)

Cas ou g < g». le fluide chaud commande le transfert :

Si Lo o alors Tig — Toe d'0U : ¢max:qcl(Tle_T29) et ¢:qcl(T]e—T]S)
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On définit alors une efficacité de refroidissement

T -T
n, =_® B (6.9)
Te Tx

Cas ou g < g1, le fluide froid commande le transfert :
Si L o alors Tos — Tied'oU : O max = A (T1e —TZE) et $=0q, (T2S _TZe)

On définit alors une efficacité de chauffage :

T =T (6.10)

Te ™ Ta

Ne =

6.1.3.2 Signification du rendement

Lorsque le but recherché par l'installation d'urhamgeur est de récupérer de la chaleur, la noton d
rendement prend toute sa justification du poinvute économique. Considérons I'exemple le plus smndfin
échangeur fonctionnant a co-courant destiné a ééeuge la chaleur sur des fumées. Appelons RXep€ du
metre carré d'échangeur (supposé constant) eg@rleen € par W récupéré sur le fluide chaud.

Le gain total engendré par I'échangeur est: G.$ € C @1 (Tie- Toy)

Le codt de I'échangeur est supposé proportionsal surface: D=S. P ou S est la surface dgghan
n?. Le bénéfice généré par l'installation de I'éclangs’écrit: B = G — D . Ces différentes grandesost
représentées schématiquement sur la figure 6.6.

A A D = f (S)
Gm A
5750 .
Ti1s=h (S)
0 s S s 0 s s

Figure 6.6 : Représentation simplifiée du bénéficgendré par un récupérateur de chaleur.

On constate que le bénéfice atteint un maximum pmer certaine valeur.8le la surface d’échange.
L'augmentation de la surface d'échange au-dela.gerdnet d'augmenter le rendement mais a un efferse
sur le bénéfice. Il existe donc une limite éconarai& pour la surface d’échange de ce type d'échangeur d
chaleur.

6.1.4 Nombre d'unités de transfert
6.1.4.1 Définition

hS

On appelle nombre d’unité de transfert noté NUTaport adimensionnelq—2 qui est aussi égal a
il

e~ Ts

AT pour le fluide chaud dans le cas d’'un échanggaudaire simple :

m
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NUT; = hS, - Te s (6.11)
Uca AT,

Le NUT est représentatif du pouvoir d'échange éehangeur. Nous allons montrer dans ce qui sultegt’
lié a l'efficacité de I'’échangeur et que son udiisn permet de simplifier les calculs de dimens@mnent des
échangeurs.

6.1.4.2 Relation entre NUT et efficacité

Considérons le cas d’'un échangeur tubulaire sifopietionnant a contre-courant et supposons queittef
T, -T
le 1s

e T

chaud commande le transferts; § g2 donc n, =

Posons z= Yo 1etATmax=T1e—T2e
Uco
hS,  Te-Tg ln(ATsj

NUT; =
qq ATg-AT, AT,

ExprimonsAT. etATs en fonction déT yaetn,, NOUS pouvons écrire :

AT =T T =T T+ T~ Ty =—n, ATmax+ATmax:ATmax(l_nr)

ATy =Ty =Ty =T =T + Ty Ty =AT _Z(Tle _T]s):ATmax (1_an)

Nous en déduisons I'expression du N fonction d&T max et den; :

ATy (1-1,) ]: 1 |n{1_znr]

1-z 1-n,

ATmax N, n[
ATmax (1_nr)_ATmax ((1_an)) ATmax (1_an)

NUT, =

En reprenant ce calcul dans le cas ou le fluidd tommande le transfert puis pour un fonctionneraeto-
courant nous obtenons les relations généralesrtas/a

Co-courant Contre-courant
NUT - Zinfa- (2] NUT =~ H{ e ]
e 27 -l (6.12)
_1l-exp [_ NUT (1+ Z)] _1- exp[— NUT .« (1— z)]
n-= 1+z n-= 1- zexp[— NUT, (1_2)]
Avec : NUT, o, = _hs et z=Yemn
cmin qcmax

Cas particuliers
- Pour tous les types d'échangeurg=1- exp(— NUTmaX) et NUT__ =-In(l-n) si z=0.

i . NUT, .. ,
- Pour I'échangeur a contre-couranf= ——— et NUT,_, =—— si z=1

n
NUT _ +1 1-n

max

L'utilisation de ces formules a permis d’'établis Ebaques présentées en annexe A.6.1.
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6.1.5 Calcul d’'un échangeur
6.1.5.1 Températures de sorties connues

Le coefficient global de transfert h ayant étéwacon connait : g, G2, T1e T1s T2e €tT2s On peut utiliser
I'une des deux méthodes suivantes pour calcyler S

Méthode MLDT:

- Oncalcule¢=q,, (T,, - T,)=d, (TZS _TZe)

AT, - AT,
- Oncalcule AT, =—"—
AT
In{ S]
AT,
- Onendeéduit S, = ¢
h ATm
Méthode du NUT
- Oncalculenet z= M
quaX

- Ondétermine NUJ. par utilisation des formules (6.12) ou des absque

- Onen déduitS, = NUT, . qcrr1nin

6.1.5.2 Températures de sortie inconnues

Le coefficient global de transfert h ayant étédacon connait : g, G2, T1e T2e €t S. On peut utiliser I'une
des deux méthodes suivantes pour calciieetT o :

Méthode MLDT:

Son application nécessite la résolution (complepa) des méthodes numériques du systéme de deux
équations :
Qg (Tel_ Tls): hSAT,,

Ueq (T]e - T]s):qCZ (Tzs _TZe)

Méthode du NUT

hS et Z:qcmin

cmin qcmax
- On déterminen par utilisation des formules (6.12) ou des abagDesis I'expression dg ne
figure qu’une seule température inconngeoli T,s que I'on calcule.
- Ondétermine la deuxieme température inconnueegdalan thermique global de I'échangeur :

Ueq (T]e - T]s):qCZ (Tzs _TZe)

Remarque La méthode du NUT qui s'applique directementssamoir recours a des méthodes numériques
complexes est a préférer dans ce cas de figure.

- Oncalcule NUT, . =

6.2 Les échangeurs a faisceaux complexes

6.2.1 Généralités

Nous avons jusqu’alors étudié le modeéle le plusplsind’échangeur que I'on puisse concevoir a savoir
I'échangeur tubulaire simple. Il est toutefois idifée avec ce type d’échangeur d'obtenir des segatéchange
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importantes sans aboutir a des appareils tres dmaota. C'est I'une des raisons qui a conduit ld@per
d’autres géomeétries d'échanges.
6.2.2 Echangeur 1-2

C’est I'échangeur a faisceau le plus simple : led#é circulant dans I'enveloppe effectue un seskage
tandis que le fluide circulant dans le tube effe@you 2n) passages :

1 passage en enveloppe
Yl

4_
(C | 2 passages en tube
—>

.

Figure 6.7 : Schéma d’'un échangeur 1-2

Une passe en tube s'effectue a co-courant avegulément en calandre tandis que l'autre s'effeétue
contre-courant (cf. figure 6.7). L'écoulement @ax@nt est moins efficace que I'écoulement a cestitgant,
I'échangeur 1-2 a donc une efficacité compriseeerttile d’'un échangeur tubulaire fonctionnant &@arant et
celle d'un échangeur tubulaire fonctionnant & @sotiurant.

Comme pour I'échangeur tubulaire simple, il exigtee relation reliant le nombre d'unités de trarsfer
maximal NU Tax et I'efficacitén de I'échangeur :

2 -1-z- (1+ 22)1/2

o :_(1+22)_1/2 " 2 —1—z+(1+ 22)1/2

(6.13)
-1
L1+ exp[— NUT o [L+ 22)1’2}

1- exp[— NUT, . (1+ 22)1/2}

n=2 1+z+(1+22)1

On trouvera également en annexe A.6.1 les abadablséa partir de cette relation. Le calcul d'un
échangeur 1-2 s'effectue en appliquant la méthaddNdT telle qu'elle a été décrite pour les échangeu
tubulaires simples.

6.2.3 Echangeur 2-4

Lorsque I'échangeur 1-2 ne permet pas d'obtenirdffieacité supérieure a 0,75, on cherche a seaeppr
davantage de I'échangeur a contre-courant en effiect2 (ou plus) passages en calandre. L'écharitydur
comporte une chicane longitudinale de sorte quluige en enveloppe effectue 2 passages. Le fldéfes le
tube effectue 4 (ou 4n) passages (cf. figure 6.8).

Comme pour I'échangeur tubulaire simple, il exigtee relation reliant le nombre d'unités de trarsfer
maximal NU Tax et I'efficacitén de I'échangeur :

[1 N2 2) (- ﬂ122]
[1 Ni-2 2) (1~ ﬂ122J (6.14)
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Ou:n,, estlerendement de I'échangeur 1-2 fonctiondans les mémes conditions donné par la relation
(6.13).

2 passages en enveloppe

!
|

«— 4 passages en tube

Figure 6.8 : Schéma d’'un échangeur 2-4

On trouvera également en annexe A.6.1 les abadabliséa partir de cette relation. Le calcul d'un
échangeur 1-2 s'effectue en appliquant la méthaddNdT telle qu'elle a été décrite pour les échangeu
tubulaires simples.

6.2.4 Echangeur a courants croisés

Les deux fluides s'écoulent perpendiculairememnt Bu'autre. Un fluide est dit non brassé s'il g'éle dans
une veine divisée en plusieurs canaux parallelstndis et de faible section, il est dit brassésdancas
contraire. Le brassage a pour effet d'homogéndeseitempératures dans la section droite de la véie®
échangeurs a courants croisés sont surtout utpmésdes échangeurs entre un gaz circulant endral@t un
liquide circulant dans les tubes.

\ III

Gaz

Liquide

i
94

aa

984

7 B

Gaz

)/

Liquide
Un fluide brassé et un fluide non bre Deux fluides non brass

Figure 6.9 : Schéma de deux types d’échangeursigants croisés

Comme pour I'échangeur tubulaire simple, il exigtee relation reliant le nombre d'unités de trarsfer
maximal NU T et I'efficacitén de I'échangeur :

Deux fluides non brassés :

max

z NUT 2%

max

exp(— z NUT 0'78) - 1]
(6.15)

nzl—exp[
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Deux fluides brassés :

1 z 1
n= + -

1-exp(-NUT__) 1-exp-NUT__z) NUT__ (6.16)

NUT, o = —In{1+ Lin(t-n Zﬂ
z

Un fluide non brassé :

Fluide commandant le transfert ¢g) non brassé :

- :%{1—exp[—z (l—e_NUTmax)]}

1 (6.17)
NUTax = —In{1+ =In(1-n z)}
z
Fluide commandant le transfert. (g, brassé :
1
n=1- exp{—(—j [1— exp(— z NUTmaX)]}
z
(6.18)

NUT, oy = —% In[1+ zIn(l-n)

Le calcul d'un échangeur & courants croisés steffeen appliquant la méthode du NUT telle qu’elieté
décrite pour les échangeurs tubulaires simplestr@vera en annexe A.6.1 des abaques représemant c
différentes formules.

6.2.5 Echangeurs frigorifiques

Une installation frigorifique comporte au moins déechangeurs de chaleur :
- Un condenseur dont le but est d'assurer le trangferchaleur du fluide frigorigéne au milieu
extérieur
- Un évaporateur dont le role est d'assurer le tesngfe chaleur du milieu a refroidir au fluide
frigorigéne.

Ces deux échangeurs se caractérisent par un éenttldiphasique du fluide frigorigene.

6.2.5.1 Condenseurs

Dans un condenseur, la phase liquide du fluidefiggne apparait dés que la température de lacsudfa
refroidissement devient inférieure a la tempérangesaturation du fluide frigorigéne sous la pssie
condensation. Ceci se produit & une distancedile fde I'entrée du condenseur, pratiguementeldébut s'il
s’agit d'un condenseur a eau. On peut ainsi obsequasiment dés I'entrée de I'échangeur, la peéseontre la
paroi froide d’'une mince couche de liquide suddace de laguelle un film de vapeur saturée sdase.
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On peut dés lors considérer que la températurkiie frigorigéne est constante et égale a la temtype de
condensation. Si I'on admet que le coefficient glate transfert h est constant, le profil des teatpées a
l'allure suivante :

T1e= T1s = Tcondensation

Tis

T1e

S

Figure 6.10 : Evolution des températures dans urdemseur

6.2.5.2 Evaporateurs

Noyés
Dans ce type d'échangeur, I'évaporation se praalligxtérieur des tubes complétement « noyés s tan

phase liquide. Si la perte de charge due & lalalfon du fluide frigorigéne est négligeable, lmperature de ce
fluide est constante tout au long de I'évaporagté@gale a la température d'évaporation :

r s

T1e]

Tis

Y.

Toe=Tx= Tévaporation

>
»

0 S

Figure 6.11 : Evolution des températures dans wapérateur noyé

Comme dans ces échangeurs le titre de vapeuereste;a de 75%, le coefficient d’échange est velatnt
éleveé et peut étre considéré comme constant. faceut’ échange nécessaire se calcule de la méniermgne
pour une autre type d'échangeur.

A détente séche

Dans ce type d'échangeur, I'évaporation se pradlintérieur des tubes dans lesquels le fluidgofigene
circule. Du point de vue des transferts thermigdesx points différencient ces évaporateurs desgehts :

- Pour éviter tout risque que du fluide liquide péméians le compresseur, les vapeurs sont
Iégerement surchauffées ce qui entraine une \aride la température du fluide frigorigene dans
la partie terminale de I'’échangeur.

- Pour les titres de vapeur supérieurs a 75%, |diceet de transfert coté fluide frigorigene chute
brutalement ce qui ne permet plus de considé@déficient global de transfert h comme constant.

Pour dimensionner ces échangeurs, il faut les excied plusieurs parties telles que le coefficiénba de
transfert h soit constant ou varie linéairementchacune d'elles.
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0

Figure 6.12 : Evolution des températures dans wapérateur & détente séche

On trouvera dans le tableau 6.2 I'ordre de grandearcoefficients globaux d’échanges h dans diypes

de condenseurs et d’évaporateurs.

Tableau 6.2 : Ordre de grandeur du coefficierbald’échange pour divers types d'échangeurs ffigoes
(d'apres IIF , 1976)

Coefficient global d’échange h pour divers typesdndenseurs (W-fni°C™)

Médium de
Groupe condensation Type h
Air Circulation naturelle 9a12
Circulation forcée 243230
A chaleur sensible Immersion 240 a 300
Eau Double tube et contre-courant 700 a 950
Multitubulaires horizontaux 700 a 1000
. Tubes lisses 240 a 350
A chaleur latente Evaporation forcé Tubes 3 ailettes 120 3 180
Coefficient global d’échange pour divers types digarateurs (W.F °CY)
A serpentin 70295
Aimmersion 400 a 580
Refroidisseurs de liquides
Double tube et contre-courant 580 a 820
Plagues eutectiques (eau ou saumure) 35a95
Refroidisseurs de gaz Circulation d’air forcée :
Tubes lisses 35a47
Tubes ailetés 16 a24
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Transferts thermiques

A.1.1 : Propriétés physiques de certains corps

P Co A P Co A
kg ni® | Jkg°C?t| W m?C? kgni® | Jkg°Ct| W mC?

Métaux et alliages Matériaux de construction
Acier au carbone 7833 465 54 Ardoise 2400 879 2,4
Acier inox 15%Cr, 10%Ni 7864 460 20 Basalte 2850 818 1,6
Acier inox 18%Cr, 8%Ni 7816 460 16,3 Béton cavaerne 1900 879 1,4
Acier inox 25%Cr, 20%Ni 7864 460 13 Béton plein 023 878 1,75
Alumine 29 Bitume (cartonné) 1050 1304 0,23
Aluminium 2707 896 204 Bois feuillus légers 525 314 0,15
Argent 10525 234 407 Bois feuillus mi-lourds 67b 561 0,23
Bronze 75%Cu, 25%Sn 8800 377 188 Bois feuillus légers 375 3147 0,12
Bronze 92%Cu, 8%Al 7900 377 71 Bois résineux &ger 375 3147 0,12
Carbone graphite 225( 707 147 Bois résineux mdleur 500 3160 0,15
Carbure de silicium 13 Bois résineux trés légers375 3147 0,12
Chrome 2118 7160 449 Brique terre cuite 18p0 878 15 1,
Constantan 60% Cu, 40%Ni 8922 410 22,7 Calcaire dur 2450 882 2,4
Cuivre 8954 383 386 Calcaire tendre 1650 87 1
Cupronickel 70%Cu, 30%Ni  890( 377 29,3 Carrelage 0024 875 2,4
Duralumin 2787 883 164 Contre-plaqué okoumé 400 0300 0,12
Etain 7304 226 64 Contre-plaqué pin 500 3000 0,15
Fer 7870 452 73 Granite 2600 881 3
Fonte 7849 460 59 Gravier (vrac) 1800 889 0,7
Laiton 70%Cu, 30%Zn 8522 385 111 Grés 2500 880 2,6
Magnésium 1740 1004 151 Lave 2350 881 1,1
Or 19300 128 312 Marbre 2700 881 25
Platine 21400 140 69 Platre 1440 84( 0,48
Plomb 11373 130 35 Schiste 2400 879 2,2
Sodium liquide 930 1381 84,5 Matériaux isolants
Titane 4500 523 20,9 Balsa 14( 0,054
Tungstéene 1935( 134 163 Coton 8( 1370 0,06
Zinc 7144 384 112 Kapok 0,035

Matériaux divers Laine de roche 20 880 0,047
Amiante 575 1046 0,15 55 880 0,038
Asphalte 2115 920 0,062 135 880 0,041
Caoutchouc (naturel) 115( 0,28 Laine de verre 8 75 8 0,051
Caoutchouc (vulcanisé) 1100 201( 0,13 10 830 0,045
Carton 86 2030 0,048 15 880 0,041
Cuir 998 0,159 40 880 0,035
Glace 920 2040 1,88 Liege expansé 120 2100 0,044
Plexiglass 1190 1465 0,19 Moquette 200 1300 0,0p6
Porcelaine 2400 1088 1,035 Polyuréthane (mousse) 2 |3 1300 0,03
Polyéthylene 929 1830 0,46 50 1360 0,035
PVC 1459 930 0,21 85 1300, 0,045
Sable 1515 800 0,2-1,0 PVC (mousse rigide) 30 1300 0,031
Téflon 2170 1004 0,25 40 1300 0,041
Terre mouillée 1900 2000 2 Polystyrene expansé 12 130( 0,047
Terre séche 1500 1900 1 14 1300 0,043
Verre 2300 837 1,05 18 1300 0,041
Verre Pyrex 2220 728 1,13 Styrofoam 3( 0,032
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A.1.1 : Propriétés physiques de I'air et de I'eau

Propriétés de l'eau a saturation Propriétés de lair a 1 atm
107 1G.

8 p Co A i 10.a| Pr 0 p Co A u 1. a| Pr
°C | kg.n?® [J.kgl.ocl| w.mlecl| Pa.g' | nisT °C | kg.n?| Jkgl°Ct | w.nml°Ct| Pa.d' | nt.s?

0 1002 4218 0,552 17,90 1,31 1306 0 1,292 1006 0,0242 1,72 1,86 0,¥2
20 1001 4182 0,597 10,10 1,43 7,02 20 | 1,204 1006 0,0257 1,81 2,1p o,/1
40 995 4178 0,628 6,54 1,51 4,34 40 | 1,127 1007 0,0272 1,9 2,40 0,F0
60 985 4184 0,651 4,71 1,5b 3,02 60 | 1,059 1008 0,0287 1,9 2,6Pp 0,F0
80 974 4196 0,668 3,54 1,64 2,42 80 | 0,999 1010 0,0302 2,0 3,00 0,F0
100 960 4216 0,680 2,82 1,68 1,74 100| 0,946 1012 0,0318 2,18 3,32 0,69
120 945 4250 0,685 2,3 1,71 1,4% 120| 0,898 1014 0,0333 2,27 3,66 0,69
140 928 4283 0,684 1,9 1,72 1,24 140| 0,854 1016 0,0345 2,34 3,98 0,69
160 910 4342 0,680 1,7 1,78 1,10 160| 0,815 1019 0,0359 2,42 4,32 0,69
180 889 4417 0,675 1,54 1,72 1,00 180| 0,779 1022 0,0372 2,50 4,67 0,69
200 867 4505 0,665 1,3 1,71 0,94 200| 0,746 1025 0,0386 2,57 5,06 0,68
220 842 4610 0,652 1,24 1,68 0,89 220| 0,700 1028 0,0399 2,64 5,43 0,68
240 816 4756 0,635 1,17 1,64 0,88 240| 0,688 1032 0,0412 2,72 5,80 0,68
260 786 4949 0,611 1,08 1,58 0,87 260| 0,662 1036 0,0425 2,79 6,20 0,68
280 753 5208 0,580 1,02 1,48 0,91 280| 0,638 1040 0,0437 2,86 6,59 0,68
300 714 5728 0,540 0,9q> 1,32 1,02 300| 0,616 1045 0,0450 2,98 6,99 0,68

Corrélations entre 0 et 100 °C
(€: température en °C , T température en K)
Pour l'air
353
. = 999 _ kg nt
P=To+273) g
= ¢,=1008 Jkgect
= A=7,57.1F06+0,0242 W mec?
=  p=10°(0,00480 +1,7176) Pas
= o =10°(0,01460 + 1,8343) rhs?
» Pr=-2,54.10 6+ 0,7147
1
n =~ __ K'l
P T
Pour 'eau
= p=-0,0038M°-0,050% + 1002,6 kg m
= ,=4180 Jkgect
= A=-9,87.106%+2,238.1G6 +0,5536 W nt °C?
_4 179-0,07370 +0,00033582
= =10 4 = Pa.s
1+0,03030+ 876510°° 0
= a=10"(-0,003600 + 1,340) st
. py 1306+13870-0,00377
1+0,1240M+0,005298°
2
C
. ng—kp = (0,010592 +0,47W - 0,036§ 10° °Cc'm?®
i
2795
= 10010 [ps,(T)]= 20,3182 “—-3.86d0gy, (1) mmHg -50°C € > 200°C

Yves Jannot
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= Lv=2495-234® kJ.kg 0°C <6<100°C
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Annexes

A.2.1 : Valeur du coefficient de forme de conductio n

Systéme Schéma Coefficient de forme d’aDr?prITi]c?;gﬁjn
Cylindre isotherme de rayon r 2mL
enterré dans un milieu semi-infinija cosh D L>>r
surface isotherme r
Spheére isotherme de rayonr 410y
enterrée dans un milieu infini
Spheére isotherme enterrée dans uin (D Amr
milieu semi-infini & surface l o
isotherme _4@¢ 2D
. . D
Conduction entre 2 cylindres [ > 2ml Lssp
isothermes enterré dans un miliey 4 D?-r?-r1,°
infini cosh™| —————= L>>D
b 0 2nr,
. . D 2mL
Cylindre horizontal au centre dang D)
une plaque infinie T ;'“Q;r'_'_'_ In(—j
;
. - 7 2T[L
Cylindre isotherme de rayon r place D oL L>>2r
dans un milieu semi-infini In| —
A ; r
Parallélépipéde rectangle isotherme b A‘/ b \1%° /%078
enterré dans un milieu semi-infini|a b 1685L{Ioc{1+—ﬂ (—j
surface isotherme c a c
d
Cylindre au centre d’'un y e
PR . p h L>>W
parallélépipede de section carrée Y In( 054—)
hl 1O, '
v r
Plaque rectangulaire mince enterfe¢ li‘H D ar D=0
dans milieu semi-infini a surface 1
isotherme 8r D>>2r
R 4T
Sphére creuse EE—
fo o f

Yves Jannot
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Transferts thermiques

A.2.2 : Efficacité des ailettes

Hypothese : Flux nul & I'extrémité de I'ailetterifié si /E << 1 (d'apres Whitaker, 1983).
A

Rectangulaire

1

n :ith(wL) avec w= |1
wlL Ae

I

2e
v
y=e 1
. 2e
Parabolique 4
. v L I2/3(3wLJ
Q X |2 n=———~<=
5 =e[l-— —T_ wl 4
Qe
5 . . 2
Z Trlangula)l(re ie n:i Il(Zw )
=—e|ll-— ]
y ( J T wL 1,2wL)
Parabolique 2e
x ) ¥ n= 2
y=e(1—ﬂ T 4(wL)? +1+1
|2e
o Rect lai L _\ n= 2 Il((*”o Kl(wrl)_ll(wrl)Kl(er)
gg €cCtangulaire I+_ L ol r_1+1 0 (*”0) l(mrl)—Il(corl)KO(coro)
= 3 !
<'E y=e !ro | I

Aiguilles (section droite circulaire)

N
(0]
<
-
A
x

Rectangulaire
L n= 1 th(«/i (oL)
y=e —T_ 2wl
Paraboliqu? zf '1(11‘/5(*”-}
1 ] 3
_ X )2 n=
Y—e(l—EJ —f 22 wL 'o(gﬁmj
. . 26
Trlangulaire n B I2(2«/§coL)
y:etl‘fj T wl Il(ZﬁwL)
. 2e
Parabolique 2
"t v n=
y:el__j ZlwL)?+1+1
[ L + (wt)
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Annexes

A.2.3 : Equations et fonctions de Bessel

Equations particuliéres de Bessel et leurs solutien

y

y'+=

X
x? y"+xy'+(x2 —nz)y =0
y+¥
X
x2 y"+xy'—(x2 +n2)y =0

+m2y:O

-m?y=0

L

J, Fonction de Bessel déf"iespéce non modifiée d’ordre n
I, Fonction de Bessel dé™espece modifiée d'ordre n

Fonction de Bessel dé™espéce non modifiée d’ordre n

K, Fonction de Bessel dé"?espéce modifiée d’ordre n.

(cf. Ozisik, 1993, pour la définition des fonctoe Bessel).

Principales propriétés des fonctions de Bessel

y=ky Jo(mx)+k, Yo(mx)

y= k1|o(mx) +K, Ko(mx)

y:klln(x)+k2 Kn(x)

y=k; Jn(x)+k2 Yn (x) (nentier)

Récurrence
2n 2n
Jn+1(u):_‘]n—1(u)+T‘]n (u) Yn+1(u): Yn—1 +TYn(u)
2n 2n
|n+1(u):|n—1(u)_T|n(u) Kn+1(u):Kn—1( ) _Kn( )
Dérivée
dJo(u uJ;(u dlg(u dK(u dYy(u
O( ):_Jl(u) : C[ 1( )]: UJO(U) : O( ):Il(u) O( ):—Kl(u) : O( )
du du du du du
Limites des fonctions de Bessel d'ordre 0 et 1
Siu-0:
J(u) - 1 J(u) - 0 Yo(u) —» -0 Yy(u) » -0
lo(u) = 1 I(u) - O Ko(u) » +0 Ky(u) - +oo
Si U- o
J(u) - 0 Ju) -0 Yo(u) - 0 Yq(u) -0
IO(U) — +o0o |1(U) — +oo KO(U) - 0 K]_(u) - 0
Comportement asymptotiquedes fonctions de Bessel d'ordre 0 et 1
Siu-0:
b(u) -1 J(u) > w2 Yoe(u) - (2/m) In(u) Yi(u) - 2fru
() - 1 I(u) > w2 Ky(u) - -In(u) Ky(u) - /u
Si U- o

w0 - Froofu-g) a0~ JFeofu-3-7) o~ B si{u-5-)

Yi(u) - \/%sir(u—

18

4

j o), h() — (272, exolu)

Yves Jannot

Ko(u), Ka(u) — [T, expl-u)

==Y, (u)
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A.2.3 : Fonctions et équations de Bessel

Transferts thermiques

X lo(x) 0 | Ko(¥) | Kax) ) | 1) | Kox) | KiX)
0 1,0000| 0,0000| @O O 3,0 4,881| 3,953 0,034 0,04

0.1 1,0025| 0,0501 2427 9,84P 31 5204 4,326 10,030,036
0,2 1,01 0,1005| 1,758 4,775 3.2 5747 4,734 0,028,031
0,3 1,0226| 0,1517] 1,378 3,051 3.3 6,243 5,181 50,020,028
0,4 1,0404| 0,204 1115 2,18b 34 6,785 5,67 0,p22,025
0,5 1,0635| 0,2579] 0,924 1,656 3.5 7,378 6,206 90,010,022
0,6 1,092 | 0,3137| 0,778 1,302 3.4 8,0P8 6,793 0,013,020
0,7 1,1263| 0,3719] 0,66p 1,051 3.7 8,739 7,436 60,010,017
0,8 1,1665| 0,4329] 0,56p 0,86p 3.8 9,517 8,14 0,014,016
0,9 1,213 | 0,4971] 0,48y 0,716 3.9 10,369 8,913 30,010,014
1,0 1,2661| 0,5652] 0,421 0,60p 4,0 1143 9,76

11 1,3262| 0,6375] 0,366 0,50P 4,1 12,32 10,69

1,2 1,3937| 0,7147] 0,319 0,43p 4,2 1344 1171

13 1,4693| 0,7973] 0,278 0,37p 4.3 1467 12,82

14 1,5534| 0,8861 0,243 0,320 4.4 16,01 1405

15 1,6467| 09817 0,214 0,278 4% 17,48 1539

16 1,75 1,0848| 0,188 0,240 4.6 19,09 16|86

1,7 1,864 1,1963| 0,165 0,20P 47 20,86  18(48

18 1,9896| 1,3172] 0,146 0,18p 4.8 22,19 20,25

19 2,1277| 11,4482 0,120 0,16D 4.9 2401 22,2

2,0 2,28 1,591 | 0,113 0,140 5,0 27,24 24,34

21 2,446 1,746 | 0,101 0,128 5,1 29,9 26|68

2,2 2,629 1,914 | 0,090 0,108 5,2 32,58  29)25

2,3 2,83 2,098 | 0,079 0,094 5,3 3565 32,08

2,4 3,049 2,298 | 0,071 0,088 5,4 39,01 3518

2,5 3,29 2,517 | 0,063 0,074 5,5 42,7 38,59

2,6 3,553 2,755 | 0,055 0,066 5,6 46,y4 42|33

2,7 3,842 3,016 | 0,049 0,058 5,1 51,17  46}44

2,8 4,157 3,301| 0,044 0,050 5,8 56,p4  50]95

2,9 4,503 3,613 | 0,039 0,046 5,9 61,38 55,9
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Annexes

A.3.1 : Principales transformations intégrales : La  place, Fourier, Hankel

Transformée de Laplace

Définition

L[T(t)]=6(p) = Zexr(— pt) T(t)dt et LYo(p)]=T(t) (Transformée inverse)

Propriétés

Linéarité Ua, T(t)+a, T(t) =a, L[ T(t)]+a, L[T(t)] .idem pour L

Translation L[exp(at) T(t)] =6(p-a) LY[6(p -a)] = explat) T(t)
L'l[exp(-ap) e(p)] = T(t -a) si t>a

0 si t<a
Changement d'échelle L[ T(at)]= ée[gj L[o(ap)] = i T[gj
Dérivation L[ T ()] = po(p)- T(0) Lo ()| = (-1 t7(t)
L[ T (t]]=p o(p)-pT(0)-T'(0)

Intégration LE{)T(u)du} = i;)) L'{Ze(u)du} = @

Multiplication par f L[tn T(t)]: (-2)" 0 (p) LY po(p)] =T (t)- T(0) 5(t)

Division par t L{@} = Ze(u)du L_l{@} = (}) T(u)du

[expl—pt) T(0) dt
Fonctions périodiques  L[T(t)]=2

1-exp(-pP)
(Période P)

Transformée de Fourier complexe

Définition
AT = 8e)=—=— T & T(x)dx
(ZT[) —c0
T(x)= FiBlo] == | &% o) o
(ZT[) —c0

Propriétés

Yves Jannot
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A.3.1 Principales transformations intégrales : Lap lace, Fourier, Hankel

Transformée de Fourier en sinus et cosinus

Définitions
Sinus Cosinus

Fs [T(x) = es(w) = [%Jllz +£° T(x)sin[cox] dx K [T(x) = ec(w) = [%Jllz +£° T(x) cos[(ox] dx
T(x) = Fs'l[es(w)] = [%Jl/z +(j:° e(co)sin(cox) dw T(x) = Fc'l[eC (co)] = [%Jllz +(j:° e(co) cos((ox) dw

Propriétés

1/2

| 2| =-weele) F 2 |=-wo@-[ 2] T0)

S I RO

Transformée finie de Fourier en sinus et cosinus
Définitions

Si la température T(x) n'est définie que sur I'imddle [O,L], on peut utiliser une transformatiomié de
Fourier en sinus ou en cosinus :

)= o, () - %es(n)sin(%j ou Tx)=F, ol )]=%9c(0)+€z o n)eod ™)

n=1 n=0

Propriétés

9%T nTt n2m
o) 21 o) lo- a2 o

9°T | _ _(an(0T) (9T} _n*m®
FL—] so.=(ar (2] -(T) e
Transformée de Hankel d’ordre v
Définition
Pourv>-1/2:
Hv[T(r) =8, (O): frdy (OI’) T(I’) dr T(X): Hv_l[ev (0)] =[ 0ol (or)ev (o)do

0 0

Propriété

10(0T) V2T|_ L _ e o
H{? ar[ arj r—z}——o 6,(c) ; arordre0: Ho[T(r)=T;]=T {) rJo(or)dr—EJl(or)
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Annexes

A.3.2 : Transformation de Laplace inverse

Méthode analytique

La transformée de Laplaéép) de la fonction T(t) est donnée pa[T(t)] = 0(p) = [ expl- pt) T(t) dt
0

II n'existe pas de formule analytique générale pttamt de calculer T(t) connaissa¥fp). On connait
cependant I'expression exacte de T(t) pour cedaiorctions particuliere8(p), on en trouvera des exemples
page suivante (cf. Spiegel pour des tables pluplades). L'utilisation de ces tables associée awpngtées
particulieres de la transformation de Laplace iseaiappelées en annexe A.2.2 peut permettre dedrésan
certain nombre de cas. On essaiera toujours dengé@ser une fonction complexe en somme, produig.sér
de fonctions simples plus facilement inversibles.

Méthodes numériques

Pour les cas de figure pour lesquels on ne peut@ager une solution analytique, on peut empld'yere des
deux méthodes numeériques suivantes :

Méthode de Stehfest

La transformée inverse de la fonctig(p) peut se calculer par (Stehfest, 1970):

N .
T() = _'”iz) v [—J '”t(z) j
1

N = 20 (double précision) :
V1 =-5,511463844797178 F0 V2 =1,523864638447972:10 V3 =-1,174654761904762340

V4 = 1,734244933862434410 V5 = -9,228069289021164%10 V6 = 2,37740877871031810.
V7 = -3,494211661953704.30 V8 = 3,24136985223187910 V9 = -2,02769483072377940
V10 = 8,946482982379724 40 V11 = -2,87020921147102740 V12 = 6,82992010281511540
V13 = -1,219082330054374%0 V14 = 1,63757380084201340 V15 = -1,647177486836117%0
V16= 1,221924554444226 %0 V17 = -6,488065588175326110 V18 = 2,33316653213705940
V19 = -5,091380070546738 40 V20 = 5,09138007054673810

N = 10 (simple précision):

V1=1/12 V2 = -385/12 V3= 1279 V4 6841/3 V5 = 505465/6
V6 = -473915/2 V7 =1127735/3 V8 =-1020215/3 V9 = 328125/2 V10 = -65625/2

Méthode de Fourier

T(t):M{e—% 5 (Rblo+ o Joodoy )-mb(e+ jo ooy 1)

t max 2 -1

=~

kn
Avec O =——

t max

La somme infinie est dans la pratique calculée pounombre de fini N de termes , on prendra enrgéné
N > 100. Cette méthode nécessite de choisir detanggres : ¢ ettx . On doit s’assurer a posteriori que

exp(-2 € tax) T(2 tmay = 0.
Choix d’une méthode et vérification des résultats

La méthode de Stehfest est plus simple & mettreeenre car elle ne nécessite pas de choisir certain
paramétres. La méthode de Fourier peut conduine neilleur résultat dans le cas d'inversion deaiees
fonctions comme les fonctions périodiques par exeifhaillet et al, 2000).

L'étude du comportement de la fonctidp) aux temps longs { o soit p-0) et aux temps courts«0 soit
p- ) peut conduire a des formules approchée8(de dont on peut alors trouver la transformée deldce
inverse analytiguement. La comparaison de cesisofuainalytiques avec les résultats de I'inversiomérique
donne une indication sur la justesse de I'inversiomeérique.
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A.3.2 : Transformation de Laplace inverse

q=|P
a
o(p) =L{T(t)} T() op) =L{T(t} T(t)
% 1 ﬂpp) ~In(t)-y ; y=057721
. 1 1
1 o(t) Dirac \/B -
1 . 1 2
i e oo -
p2 :_00)2 sin(a,t) p2 C_Omz sh(wt)
p2 fmz cos(a)t) p2 ?mz ch(wt)
b tn—l
m 1- exp(b2 t)erfc(bﬁ ) o n=123 -
o(p) =L{T(t} T()

X exr{— x? J
2’nat3 4at

g ax a }é 52
q nt 4at

e ax o X j
erf¢ ——
p 2/at
e ux

pq Z(G_T:)% ex{')f_;tj' § erf{ zJXaj

- [ o 2 o) el 2]

e—qx a % X2 2
— exd -— | — haexphx +ath“ ]erf +h«/_
q+h (m) ;{4at p( ) {zf j
“ax
c aexp(hx +ath? erf + h«/aj
alg+h) 2J—
g reloi J J
erf = explhx + ath? erf +h/at
plg+h p( 2\/—
e ¢ 2( x? 1+hx X j 1 > { X j
— +—explhx+ath“]erf +h«/a
palg+h) | hlat F{ 4at Jat) h? p( ) 2Jat
e dx a3 -x?2
( )2 —-2h Sat +a1+hx+2h at)exp(hx+ath erfc{z\/_+h\/_j
g+h a
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Annexes

ifférentes configurations

A.3.3 : Choix des transformations intégrales pour d

0="="0 18 INM'
¢ U\ 0 U _Xp
. (a"0)°r 0=0"0)'r 0=gp 9
w ugy 00 S
0="01s (¥ SN [ _~
[4
(') 't g (4"n)r 0= (u"0)r 0-9 s
¥ 1nauIg)xa uohes ap uivd aupuljho
(Ra0) 't "® ! U)0 o TxyUp) T Up) Oy ( TypUp) ] Ty U} T ToUp) | Ty 1 (T Up) ! Xp
(%) 11~ (m) 1 € (1%0) Or(Ca"0) A = (1%0) 0A(“a"0) 1 | 0 = (“u"0) (Na"r) A - (“un) A(Ta o) s 0=9¢ =3p | 7
A_Mcavm_—.mcd NE . Xp
@) O~ (o) ip € | (A DME0) 0K~ (Ca"0)'a(x*0)°r | 0= (N0 n(u™0) A ~ (o) 'A(%u*0)0r | 0=¢ =% | ¢
z (4
('), ’r, " Al RPN U\ 01 ( Trylip) 1 Tyt 0ot B Ogiin = (BBl T in)] Xp
@1 (w) oy ¢ | COPIERRA (A ) | 0= ()P o)A - (R)PA( ) | 07 0=0 | ¢
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ifférentes configurations

A.3.3 : Choix des transformations intégrales pour d

u
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Annexes

A.3.4 : Valeur de la fonction erf
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sfert imposé

A.3.5 : Milieu semi-infini avec coefficient de tran

I i e A
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-1

e
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1
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0.6 F------

0.2f-----
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A.3.6 : Matrices quadripolaires pour différentes c

Transferts thermique

S

onfigurations

q :\/g o b Iy, Ko, Kq: Fonctions de Bessel cf. annexe A.2.5.

Quadripble associé a un transfert unidirectionnel dns un milieu sans génération d'énergie

Milieu d'épaisseur finie

(Maillet et al, 2000)

T1 r
Tl—‘ e‘ ’
—T, {Ol}:[A B}{OZ} b2
b1 L, @, ¢ blle,
b2
T2
)
d'l\éﬂ;e{iiizr e Cylindre creux de rayong et i Sphére creuse de rayonet i
r. h
Al e | an lolan) k) s kolan) | cnlp)-
1 1
sh(qe) 1 _ sh(p)
B rgS Zm\l_[lo(qrz)Ko(qu) lo(an) Kolar,)] aTnar,,
;
1——1j ch(p)
1(ar,) Ky (ar) ( P
C | A gssh(qe) 2mA Lqrqr, ATIAT,
~1i(an) K, (ar,) 1
+| ar, = ——sh(p)
qr,
r. h
D ch(ge) an [Io(q rz) K1(q r1) + |1(q r1) Ko (g rz)] r_l ch(p) + %El
2 2

Milieu semi-infini

. . 0
La transformée de Laplace du flux de chaleud s'écrit : @ =— avec:

Mur semi-infini

Cylindre

semi-infini de rayon intérieus [rSphére semi-infinie de rayon intériey

SE4/p

1 Ko(q rl)
2TAL qn Kl(q rl)

1

4TIA r1i1+qr1i

Ou: E=,Apc estleffusivité thermique.
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A.3.6 : Matrices quadripolaires pour différentes co  nfigurations

Quadripdle associé a une résistance de constric(idmillet et al, 2000)

(variation brusque de la section de passage du fliexchaleur)

< 2 R »
T¢e Te(r ) | 1 Te(r)
e | : : €
‘ FUEERER . | !
o(r) !
- 21 .

Transfert d'un fluxp(r) a la surface d'un cylindre de rayon R et d'ésaur e, aved(r)=0 si r>rg

R et e infinis R et e finis
® Bo-r, [e} _ [1 Rc} [A B} {ee}

= (O} 0O 1||C D
Rc q)e
T(=To pourr<g d(r) =do pourr<g Te () = Teo de(r) = oo

1 8
Rc Tt 2 8 f F, th(yn e) s )

4)\ro[1+zqroj 3TA T, 1+Eqro n=1 nzlm

- 437
A =D =ch(qe) F = L (O(nrg)
Asro an Vn‘JO (O‘nro)

_ 1 :
Avec : B= X qmRZ sh(qe) et:

aveca, solutionde Jl(an R) =0ety, = O(n2 +

o |o

C = AgmR? sh(qe)
Si % >1 alors th(y,e) =1

Quadripble associé a un transfert unidirectionnel dns un milieu avec génération d'énergie

Température considérée = température moyennedtad'st chauffant

Plague d'épaisseur e Cylindre plein de rayon |r e@ppleine de rayonr
A 1 1 1
B | s ! -2 1 lo(ar) _ 1 1 B 3
o gett(ge) P °P | 2maL T,(ar) ocrr2Lp | 4mdarchar)-1  apcmrdp
c p cSep pcrir? L p %pcnr3p
D ae ar lo(ar) (ar)®
th(qe) 2 1,(qr) 3[qrcoth(qr)-1]
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FACTEUR D’EMISSION IF

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

Transferts thermiques

A.4.1 : Emissivité de certains corps

FACTEUR DE REFLEXION SOLAIRE : ALBEDO

0,9 0,8 0,7 0,€ 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1
| | ® Papier | ® | ,l ! | ) ‘
® Chaux, platre | Marbre blan Briaue roua Goudror
| : ol ' * | Asphalte
@ Peinture acrylque @ — .
blancht Tuilerouge  peinyre noir @
® Neige @ Papierblan Béton | ®
@ Craie Ardoise |
- MATERIAUX SELECTIFS FROIDS CORPS NOIR:
@ Aluminium oxydé
@ Cuivre terni
MATERIAUX REFLECTEURS MATERIAUX SELECTIFS CHAUDS
| |
1 1
Acier galvanisé oxydé @
@ Acier galvanisé neuf
¢ [ ]
.l AIumlnlulm poli | Tﬁ||p alumini|||n Surfaces sélectives
| |
0,1 0,z 0,3 0.4 0,c 0,€ 0,7 0,¢ 0,¢

FACTEUR D’ABSORPTION SOLAIRE =1 - ALBEDO
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A.4.2 : Fraction d’énergie F .1 rayonnée par un corps noirentre 0 et A
100
—
80 / A
/ J Mo, dA
_ 0
g 60 / Fo-at = G14
~
Lo 40
20
0
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000
AT (Um.K)
b b
a 0 40 80 120 160 a 0 40 80 120 160
1000 0,03 0,05 0,08 0,11 0,19 7 800 84,80 8497 85,14 853 8547
1200 0,21 0,29 0,38 0,49 0,62 8 000 85,63 85,78 85,94 86,1 86,25
1400 0,78 0,96 1,17 1,41 1,68 8 200 86,40 86,55 86,69 86,83 86,98
1600 1,97 2,30 2,66 3,06 3,48 8 400 87,12 87,25 87,39 87,52 87,06
1800 3,94 4,42 4,94 5,49 6,07 8 600 87,80 87,92 88,04 88,17 88,29
2 000 6,68 7,31 7,97 8,65 9,39 8 800 8841 88,53 88,65 88,77 88,88
2200 10,09 10,84 11,61 12 4 13,21 9 000 88,89 89,11 89,22 89,38 89,44
2 400 14,03 14,86 15,71 16,57 17,44 9 200 89,55 89,65 89,74 89,86 89,96
2 600 18,32 19,20 20,09 20,99 21,89 9 400 90,06 90,16 90,24 90,3% 90,45
2800 22,79 23,70 2461 2551 2642 9 600 90,54 90,63 90,72 90,81 90,90
3000 27,33 28,23 29,13 30,08 30,92 9 800 90,99 91,08 91,14 91,2% 91,33
3200 3181 32,70 33,58 344% 3532| 10000 9142
3400 36,18 37,03 37,88 38,71 3954
3600 40,36 41,18 41,98 42,78 43,96 b
3800 4434 4511 45,87 46,62 4736 a 0 200 400 600 800
4 000 48,09 48,81 49,53 50,28 5092| 10000 9142 9181 92,19 9254 92,87
4 200 51,60 52,28 52,94 53,6 5425| 11000 93,18 9348 93,76 94,02 94,27
4 400 54,88 5551 56,13 56,74 5734| 12000 94,50 94,73 94,94 95,14 95,33
4 600 57,93 58,51 59,09 59,65 60,41| 13000 9551 95,68 95,84 96,00 96,14
4 800 60,66 61,30 61,83 62,35 62,87| 14000 96,29 96,42 96,54 96,67 96,78
5000 63,38 63,88 64,37 64,85 65,33| 15000 96,89 97,00 97,10 97,19 97,29
5200 65,80 66,26 66,72 67,16 67,60| 16000 97,37 97,46 97,54 97,62 97,89
5400 68,04 68,46 68,88 69,3 69,70| 17000 97,77 97,83 97,90 97,96 98,02
5 600 70,11 70,50 70,89 7127 71685| 18000 98,08 98,14 98,19 98,24 98,29
5800 72,02 72,38 72,74 73,09 7344| 19000 98,34 98,38 98,43 9847 9851
6 000 73,78 74,12 7449 74,78 75,40| 20000 98,55
6 200 7541 75,72 76,03 76,38 76,3| 30000 99,53
6 400 7692 7721 7749 77,77 78,05| 40000 99,78 Utilisation
6 600 78,32 78,59 78,89 79,11 79,36| 50000 99,89 AT=a+b
6 800 79,61 79,86 80,10 80,34 8058| 60000 99,93
7 000 80,90 81,04 81,24 8147 81,70 70000 99,96 Exemple ALIT = 2720um,K
7 200 81,92 82,13 82,34 82,5% 82,75| 80000 99,97 se lita 2600 + 120
7 400 82,95 83,15 83,34 83,538 83,72| 90000 99,98 d'ou: kbar = 20,99 %
7 600 8391 84,09 84,27 844% 84,62| 100 000 99,98
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A.4.3 : Facteurs de forme géométrique de rayonnemen t

Valeur du facteur de forme

Source linéaire parallele
et plan rectangulaire s¢
coupant avec un angfe

Configuration Schéma
@Sl \/than"l\/cz
Surface élémentaire a' Fo, _1|v1+B 1+B
paralléle a un plan i b i, C am_C
rectangulaire J1+c2 J1+C2
¢ b c
B=— , C=—
a a
'a V1+B? tan™? -tan}(C)
SLgo . 1 1+B?
Source linéaire parallele Fra = B
a un plan rectangulaire f ,_BC tant B
! b V1+C? 1+C?
. B= E , C= E
a a
2 2 2
sin B°+X
tan ' B+ (pln
JRLED S
sin2@| 1t -1 C—cos
- L —-g@+tan™" _(p
_1 2B sing
Fro=—

LY {tan’l[ C- cosq)j N tan’l[ cosq)ﬂ
B Y Y

X cosQ+ Ccoqu)—l tan’l[Ej

B:E,c:E, X:\/C2—2Ccosm+l,Y :\/B2 +sin? @
a a

XY j+ 2/X tan‘l( C J

1
_n— —_— [——
_1|BC [X+Y—l

Cc
E 8 " X
Deux plans paralleles , 2T
rectangulaires de méme | + Y tan‘l(iJ _2 tan™(B) - Etan‘l(c)
aire al b C JY ) C B
E B:E’C:E,X=1+BZ,Y:1+C2
a a
F,=— [\/(B +CP+4-4(c-BY +4}
2B
Deux bandes paralléles Foy = [\/(B +C)>+4-/(B-C)* + 4}
infinies de largeurs Si 2C
différentes 1 .
E FH:FH:E[ BZ+1—1} sib=c
B= E , C= E
a a a
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A.4.3 : Facteurs de forme géométrique de rayonnemen t

Configuration Schéma Valeur du facteur de forme
brs?)lec)][ B2 g2 ec) P
1 |l 1+8%+C7 L+B?)(B2+C?)
—1In
¢ _1]4 2 2, 2|1
Deux plans b X Ry { c x B = ¢ y }
rectangulaires L+Cj\B +C
perpendiculaires ayant . a1 T 2. 1
un coté commun a _+ Btan"— + Ctan E—\/B +C° tan 7, 2|
2
b c .
B=2,c=2 F,=2[1+8- 14[E) | sia- o
a a 2 b b
Deux plans identiques Fp=Fpq= 1—sing
ayant un coté commuri l
£\
I
Ar Ay ! 1 |:(A1+A2+A3+A4)F1234—56_A6 F6_24}
Deux rectangles LA AL K _Ae J2A, ~AsFss
perpendiculaires e oA 1
/ As L= [(A3+A4)F34—56_A6 F6—4_A5F5—3]
2A,
= 1 (A FossserstAL R g
1-7 ~ T~
Deux rectangles 4A\*A R g+ AR +A  Fyg
paralleles 1 (AlZ Fios6 * A14 Flasg +]
4Al A34 I:34—78 +A23 F23—67
Surface élémentaire
perpendiculaire & une
surface

Yves Jannot
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A.4.3 : Facteurs de forme géométrigue de rayonnemen

Transferts thermiques

t

Configuration Schéma Valeur du facteur de forme
S S X :1+%
Deux cylindres infinis a
N 2 a1
axes paralléles e e F, == | VX2 -1-X+2—cos™| =
2 I 2 X
a
I
ED—
i F —1[2 Jz? 4X2Y2}
. c 1-2 _E - -
Deux disques paralléles !
v c b
x=2 . v=C ., A=v2+x2-1; B=y2-Xx2+1
a a
2 2 . B
(A+2)2-(2x)? cost| —
1 1 L4(BY) 1 X A
P2 T Tk |9 A T2y A
+ Bsin’l(ij—n—
X 2
L 2YXZ -1
m Fl_l:]_—i+itanl [
\® - X X Y
S,\:\ﬁ/ e e )
o o c AXZ4Y? X2
Deux cyllr_1dres finis sz——>: : v Y Y2+4(X2—1)
coaxiaux o
! A
Caind X2 | VaxPey?
X? 2 Y
1
Fig=— (1_ Fro I:1—1)
cos‘l(ﬂj —i[wz +4Z}
V) 2z
X 4 w
2 2 - 2 2 X COSs [?] dB
Un plan rectangulaire € X“+p n(x +B) VAXT+B
un cylindre a axe situé - 1 v
dans le plan médian at + Wsin oy Iy _

rectangle

Cv=xX2+Z2+p2 -1,V =22-X2-p2 +1
r r r
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A.4.4 : Epaisseurs de gaz équivalentes vis-a-vis du rayonnement
Géométrie du volume Dimension caractéristique 4 VIS Réquivalent

Hémisphére rayonnant vers son centre Rayon R R R
Sphére rayonnant vers sa surface Diametre D 2/3R 2/3D
Cylindre de hauteur égale au diamétfe Diamétre D 0.77D 071D
rayonnant vers le centre de la base
Cylindre infini rayonnant vers sa Diamétre D D 0.95 D
surface
Cylindre semi-infini rayonnant vers lg Diamétre D D 0.90 D
centre de sa base
Cylindre semi-infini rayonnant vers Diamétre D D 0,65 D
toute la base
Cylindre de hauteur égale au diamétfe Diamétre D 2/3 D 0,60 D
rayonnant vers toute la surface
Lame a faces paralléles Epaisseur d 2d 1,80d
Cube rayonnant vers une face cotéd 2/3d 0,60d
Parallélépipede rectangle | x1x h:
Rayonnement vers toutes les faces Plus petit coté d 8/9d 0,81d
Rayonnement vers | x | 0,71d
Rayonnement vers | x h 0,82d
Volume de gaz autour d'un faisceau
de tubes et rayonnant sur un seul
tube :
- Disposition en triangle équilatéral :piameétre D du tube

P=2D Pas p entre centres des tubes 34 (P—D) 3(p-D)

P=3D 4,45 (p-D) 3.8(p-D)
- Disposition en carré

P=2D 4,1 (p-D) 35(p-D)

Yves Jannot
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A.5.1 : Les équations de conservation

Nomenclature

¢, Capacité calorifique a volume constant RAGH
¢,  Capacité calorifique & volume constant RAGH
f Force résultante du champ extérieur par unitédaese fluide N.k§

P Pression Pa

T Température °C

u Composante de la vitesse selon Ox Im.s
U Energie interne par unité de masse kg
V  Vitesse moyenne rit.s

Y Composante de la vitesse selon Oy Ims
w Composante de la vitesse selon Oz Im.s
(0} Densité de flux de chaleur Wm
H Viscosité dynamique kghs?
v Viscosité cinématique Fgt

p Masse volumique kg
Indices:

e Entrant

g Généré

S Sortant

1. Notations

Soit P(x,y,z) un champ scalaire &t =u i +v j+w k un champ vectoriel. On utilisera les notations
suivantes :

1)
9
oy
9
0z
DP _oP oP oP oP

Dérivée particulaire de P —=—+Uu— +tv— +tw—
Dt ot 0X oy 0z

Opérateur] : 0=

Dérivée particulaire d&/ : —= —+u— +tv— +tw—

ot 0X oy 0z

Divergence dev : divV =0,V _O0u_ ov ow
ox o0y 0z

w _ov

dy o0z
Rotationnel de\7 : rot\7 =gAaV = a_u_a_w

0z 0x

v _ou

ox oy
Gradient de P: gFad(P): O p:a_P T+6_P I+6_P E

0X oy 0z
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0°P %P _9°%P
+ +
ox 2 ay2 0z?

Laplacien de P: AP=[0°P=

2. Equation de conservation de la masse

Considérons I'écoulement d’'un fluide et effectuamsbilan matiére sur le systéeme constitué parrtiékdt
parallelépipedique de fluide de cotos Ay etAz et de masse dm :
z

A
Az L

>
PP 7

f

La conservation de la masse dans ce volume erdréngtants t et t+dt peut s'écrire pour chacun des
composants du mélange :
Masse entrante + Masse initiale + Masse généréasséfinale + Masse sortante

Ce bilan permet d’établir I'équation de continyiéir cours de mécanique des fluides) :

op P, o (-
L0 fpVv]==E+div(pV)=0 1)
o0 evl=— (pV)

ou:p Masse volumique
Y Vitesse

3. Equation du mouvement : Navier-Stokes

On se propose ici d'établir I'équation régissannieuvement d'un fluide supposé monocomposant.
On peut appliguer & un volume élémentaixAyAz de fluide la loi de Newton :

F=my ou: y Accélération du fluide (M3

. S . du
La composantede la force F suivant la direction Ox s’écrit; =my, =m—

dt
On peut écrire u en utilisant un développementaigor a I'ordre 1 :

du:%dt+%dx+a—udy+@dz

ot 0X oy 0z
La relation x = v.t permet d'écrire pour un tempgrds court pendant lequel u reste constant : dxit=,
dy = vdt, dz=wdt , ce qui permet d'écrire du stauforme :

du:%dH@udHa—uvdH%Wdt
ot 0X oy 0z
et —%:%—%+u@+v%+w@
T 5 "ot ot ox ay 9z

Ecoulement sans forces visqueuses

Les forces agissant sur le fluide sont de deuxstype
- Des forces dues a un champ extérieur (pesantewxparple) qui s'appliquent sur tout le volume,
on notera f leur résultante par unité de masse.
- Des forces de pression qui agissent sur les ssrfaceolume considéré.

La loi de Newton selon Ox s’écrit :
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prAyAz% = Sl MXAyAz+pf, AXAyAz
Dt 0X

Et si I'on écrit cette expression suivant les &ctions, on obtientéquation(locale)d’Euler :

o2V - _opapf )
Dt

Cette équation permet de traiter les cas ou legdorisqueuses sont absentes : hydrostatiquegfuidepos)
ou négligeables : écoulements & grande vitesseédolia paroi (gradient de vitesse tres faible).
On peut aussi I'écrire sous forme intégrale suvalomeA délimité par une surface :

j% dv+[p V.ndS=0 3)
A >

Ou nestlanormale a la surfagairigée vers I'extérieur du volunfe

Ecoulement avec forces visqueuses

Par rapport au cas précédent, il faut ajouter ame$ de surface dues au gradient de pressioroEs fde
cisaillement paralléles aux surfaces du systemsidénre. On adoptera les notations suivantes psuotees de
cisaillement (frottement visqueux) s’appliquant lesrsurfaces d'un volume élémentaire dx dy dz :

Tw Tyys T2z - COMposante normale de la force de surface suligsdirections Ox, Oy et Oz.
- Tuy Tyx Txzr Tax Tyzy Tzt COMpoOsante tangentielle de la force de surféed® indice indique la direction
normale a la surface considérée, ¥°dice indique la direction dans laquelle la cosantie agit.
La loi de Newton permet alors d’écrire selon chaades 3 directions :

o7 S P
Dt 0x oy 0z 0X
pﬂ:pfy+arxy +6ryy +6rzy _a_p
Dt 0x oy 0z oy

o2 = o (O Oy 0T, 0P
z

Dt 0x oy 0z 0z
Cette formulation est valable pour tous les fluides

Cas d’un fluide newtonien

Un fluide est dit newtonien si les contraintes idaitement sont proportionnelles aux gradientvitksse,
onadans ce cas:

. _|ou ov| . _ __ _fou ow) . _ __  _ |ov ow
Ty =Tyx =H —t— b T T =R —t—| Tyz =Ty =H —t—

oy 0x 0z 0x 0z 0y
ou 2 ov 2 ow 2
et: =p|2—-=0V| ; =p2—-=0V]| ; =p|2—-=0V
Txx “{ ox 3 } Ty l{ dy 3 } fzz l{ 0z 3 }

U est appelée haiscosité dynamiqueu fluide et s’'exprime en kg:fs?!

En remplacant le tenseur des contraintes par egitession dans I'équation générale du mouvement
déduite de la loi de Newton on obtient finalemé&éjliationde Navier-Stokes :

BV loprvnrvelvo(mov)+f 4)

Dt p 3
. TP - ,_ 0% 9%  9°
ou : v =X Viscosité cinématique exprimée eAsh et 02 = —+ —+——
x> oay? 0z?
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Pour un fluide incompressiblel]. V =0 et on obtient une forme simplifiée de I'’équatiom Mavier-
Stokes :

BV o lopsvi2v+f (5)
Dt p
Ou: f Force de volume due a un champ extériesapteur par exemple)

Cette derniére équation prend la forme suivanteoendonnées cartésiennes :

du  ou  10P {azu 02U 62u1
V—4W—=-=——+V fy

ou du
—4tu— + |+
o ox dy 0z pox ox? oay? o0z?

& v v ov  10P {azv a2y 62\/1
—+u FW— =Y |t [+f,

— +y—
o ox dy 9z poy ox? oay? o0z?

ow  ow  ow . ow_ 1P {azw 92w 62W1
—=—-——1*V + + +f,

Zru== v 4w
ot ox 9y 9z poz ox? oy? oz?

En régime permanent cette équation peut s’écrire koforme intégrale suivante (théoreme d’'Euler) :

jov (Vias= jpf v+ [Tds | ()
2z N 2z

Ou T : forces extérieures (par unité de surface ) stexe par contact sur les faces de la suadélimitant
le volume A.

4. Equation de conservation de I'énergie

On considére comme systeme le volume de fluidebtiéscdx, dy, dz centré sur le point de coordonnées

(x,y,2). On appellere{f, I R) les vecteurs unitaires des axes Ox, Oy et Oz.
On applique a ce systeme le premier principe dedlanodynamique entre les instants t et t+dt pdridgoel

le volume effectue un déplacemeﬁit: Vit :
AU =AEg + W, + Wy + W + AEcong

Ou: AU Accumulation d’énergie interne et cinétique au slel fluide contenu dans le volume
AE; Energie interne et cinétique entrant dans le systédnergie interne et cinétique sortante
W, Travail des forces visqueuses agissant sur |éscasrdu systéme
W, Travail des forces de pression sur les faces stérsg
W, Travail des forces du champ extérieur dans lemelix Ay Az

AE.ong Energie de conduction entrant dans le systemergiérge conduction sortante

Ona: AUzi(pu+1pv2ijAyAzdt
ot 2

Pour calculerAE;;, calculons par exemple I'énergie cinétique etrimgeentrant en x a travers la surface
perpendiculaire & Ox :

La masse traversant cette surface pendant un girsjgcrit : p dy dz udt
. o . 1
Et I'énergie cinétique et interne entrante a palewr : E, =pydydzu, dt(u +— sz
X

2
L'expression compléte de;Es'écrit donc :

Yves Jannot 135



Transferts thermiques

dyd{ux(puépvzj —ux+dx(pU+EpV2j }

2 X 2 X+dx
1 2 1

AE =<+dxdz uy(pU+—pV j y+dy(pU+—pV j dt
2 y 2 y+dy

+dxd2{uz(pu+1pvzj - Z+dz(pU+1ij }
2 z 2 z+dz

- aHpu +% pVZH d

Or: u, (pU +%pv2j

1 2
= Uy+d (pU+—pV j X
X e 2 x+dx ox
D'ou:
1 2 1 2 1 2
ou...pUu+=pV ovipUu+=pV owlpU+=pV 1
AE =- dxdydz 2 + 2 + 2 dt = - dxdydz 0. {V(pu +_pv2Mdt
0x oy 0z 2

dydz[(rXX T+T, j+T, k) (uX i +v, j+w, k) ( o Ty 14T, R),(ux+dx T+ Vorge +Wyedy R)]
W, = +dxdz[(ryx T+r j+'[ ) ( y i +Vy j +W, k)—(ryX T+ryy]+ryz —k).(uy+dyi—+vy+dy—j+wy+dy R)] dt
e,

+dXdy[(sz i+ I TV, j+Wz k)= L zx i +sz j+Tzz k)'(uz+dz i TV ozdz j+Wz+dz k

(Txx T+Txy ]+sz —k)'(ux i—+Vx ]+Wx R)_(Txx i +Txy—j+-[xz —k)'(ux+dxi—+vx+dx—j+wx+dx R):
or: i(TXX U+T,, V+T,, W)dX
0X

Dou: W, =dxdydz D(ﬁv.vj

dXdZJ V. qudt

y+dy y+dy

w, ZF dl =P, dydzi .V, dt—Py,g dydzi.V,,q dt+P, dxdz | .V, d
6(uP)+6(VP) o(w

0x oy

+P, dxdy k. V, dt— P4, dxdy k. V ,,4,dt = dx dydz{ )1 dt = dx dydz OV P) dt
0z

=F.di=pdxdydz f.Vdt

AE g = {dy dZI_(FCX - (ch,,dx J +dx d2l¢cy —¢c J+ dx dy I_(FcZ - ¢cz+dz J}dt

y+dy

09 , 09 . 09,

B a&dx dou: AE .4 =—-dxdydz
ox o0y 0z

dt = —dxdy dz Oeg, dt
X +dx aX

On aboutit a Bquationde I'énergie:

%P(U+;V ) . [pV(U+%V2H:—D(pC+p\7. f-POV-0O. (1V)

En combinant cette équation avec I'’équation deicoité et avec I'équation de Navier-Stokes, onlétabe
autre forme de I'équation de I'énergie :

p%——DcpC PO.V+1:0V @)
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N ou ou ou ou ov ou  ow ov  ow
Ou: t:0OvV=0.(tV)= — |+ — |+ — |+ —+ |+ 4+ |+ i Tl
! (TV) =T (ax) tyy [Gyj tez (azj by [ay axj tez (62 axj fyz [62 ayj

Le termeq; représente 'augmentation de I'énergie interne aluéransfert de chaleur par conduction qui s’écrit
en appliquant la loi de Fourienrg, =-A OT

0° 9%  0°
Dol : -0.¢. =0.AOT=A0%T oi O?=——+——+—— estle Laplacien.

x> oay? 0z?

Le terme -PLLV est 'augmentation due aux forces de pressiorédergie interne de I'élément par unité de

volume. Ce terme est nul pour un fluide incomplgssi
Le terme de dissipation visqueusdlV est une quantité positive qui représente la toamsdtion irréversible

d’énergie mécanique en énergie thermique.
Les relations classiques de la thermodynamiqueegitent d’écrire I'énergie interne sous la forme :

du=C, dT+ —P+T(Ej d[lj
oT )y, p

. . DU DT oP
Ce qui permet d'écrire : —=pC, —+|-P+T| — —
aurp Pt TP o { (aijjp Dt

L'équation de continuité conduit & : pr =0V

Et & une nouvelle forme de I'équation de I'énergie

DT 2 oP
C,—=A0°T-T| —=| O.V+t:0V
P™v o (aij (8)

Le termeT:L1.V est important dans les écoulements a trés gratekse (vitesse du son) et dans les zones a

forts gradients de vitesse (prés des parois). Qhlpaégliger dans les autres cas ce qui esidas ce qui suit.
On montre que la relation (8) peut aussi s’écrire :

pCpE:)\DZT—M ﬂD+T:DV (9)
Dt dIn(T) ], Dt

Si I'on fait de plus I'hypothese du gaz parfait,ales relation (Ej _P et {
oT)y T

am(v)} _
aIn(T) P_

Pour un fluide & pression constante dans lequekglige les effets visqueux (ou pour un solidejelation (9)
s'écrit :

oT 2
C,| —+V.OT |=A0°T 10
pCp( S +v.oT | (10)
Dans le cas d'un solide V = 0 et on obtient :
pC, ‘Z—T =\D°T (11)
t

C’est I'équation de Poisson qui régit la diffusimla chaleur.
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A.5.2 : Corrélations pour le calcul des coefficient s de transfert en convection

Caractéristiques du fluide calculées &; =

forcée

8, + 6.,
2

Géométrie

Corrélation

Ecoulement sur un pla

N

Nu(x) : Nu & la distance x du bord du plan
Nur : Nu moyen sur la longueur L du plan

Ecoulement turbulent

Nu(x) = 0,0288Re(x)*® Pri/3

_ Re>510 et P=0,5
Nu_ = 0035Re, 8 prt/®

Ecoulement laminaire

Nu(x) = 0324Re(x)%® Pr/3

_ Re<5.10 et 10=Pr>0,5
Nu_ = 0628Re, °° pPrY/3

Ecoulement dans un tul

e

Ecoulement turbulent Nu = 0,023 R¥ Pf"

n = 0,3 SBige > eparoi

= 0.4 SBhuige < Bparo Re > 5000 et 0,6 < Pr<100

Re calculé pour p=4S/ P ou : S = section de passage du fluide
P = périmetre de contact fluide/paroi
014

1/3
Ecoulement laminaire Nu = 186(RePr)"? (RJ L
L H
p

D
Valable pourRe Pr— =10 , p, calculé &,
L

Nu=C R8P | vitesse 4 calculée en amont du tube

Re C n
Ecoulement
perpendiculaire & un 0,4-4 0,989 0,330
cylindre circulaire 4 -40 0,911 0,385
40 - 4000 0,683 0,466
4000 - 40000 0,193 0,618
40000 - 250000 0,0266 0,805
Géométrie Re C n
U Y
Ecoulement . d 51G- 10 0,102 0,675
perpendiculaire & un /
cylindre non circulaire
Ueo Y
d 416-1,514 0,228 0,731
—> '
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A.5.2 : Corrélations pour le calcul des coefficient

Annexes

s de transfert en convection

forcée
- . , 8, + 6.,
Caractéristiques du fluide calculées &; = —
Géométrie Corrélation
Nu=C REPI® | vitesse ucalculée en amont du tube
Sn
d
Sp 1,25 15 2,0 3,0
d C n C ‘ n C ‘ n C n
Disposition en ligne
1,25 0,386/ 0,592 0,306 0,608 0,111 0,704 0,070 20|75
15 0,407| 0,58 0,278 0,620 0,112 0,702 0,075 0{744
2,0 0,464| 0570 0,332 0,602 0,254 0,632 0,220 0|644
3,0 0,322| 0,601 0,396 0,584 0,415 0,881 0,817 0|604
Disposition en quinconce
0,16 - - - - - - 0,23 0,636
0,9 - - - - 0,495/ 0,571 0,445 0,581
Ecoulement 1,0 - - 0,552] 0,558 - ~ ] - —
faisceau de 10 tubes 1,25 0,575| 0,55 0,561 0,554 0576 0,856 0,579 20|56
15 0,501| 0,568 0,511 0562 0,502 05868 0,542 0564
2,0 0,448| 0572 0,462 0568 0,535 0,856 0,498 0/57(
3,0 0,344| 0592 0,395 0580 0488 05862 0,467 0)574
S
S l‘_’l‘_’l
sl -
_._.G}__@_. e _._.@___ L._ _.
L -
_ @@_@_ v @ il @ .
& 64 na
R @
Disposition en ligne Disposition en quinconce
N =
Ecoulement hyo
perpendiculaire & un ,
faisceau de n rangéet Nombre rangées 1 2 3 4 L ] 7 B8 9 10
de tubes N en ligne 0,64 0,80| 0,87| 0,90| 0,92 0,94 0,96| 0,98 0,99| 1,0
(n<10)
N en quinconce 0,680,75| 0,83| 0,89| 0,92 0,9% 0,97| 0,98| 0,99| 1,0

Yves Jannot
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A.5.3 : Corrélations pour le calcul des coefficient s de transfert en convection
naturelle

Corrélations valables pour tous fluides : Nu= G Pr)™

Géométrie Gr Pr C m
Plagues et cylindres verticaux 10°- 10 0,59 1/4
10°-10° 0,021 2/5
10%°- 1072 0,675 0,058
102- 107 1,02 0,148
Cylindres horizontaux 107 - 10 0,850 0,188
10*-10 0,480 0,25
107 - 10" 0,125 0,33
Face supérieure d’'une plaque chaude ou face 2.10°-8.1C0 0,54 0,25
inférieure d’une plaque froide 8.1¢° - 101 0,15 0,33
Facg |_nfer|eu’re d'une plaqug chaude ou face 108 - 101 0.27 0.25
supérieure d'une plaque froide
Cellule fermée rectangulaire inclinée 1708 \' 1708(sin(1 8¢)1'6)
Nu=1+1,441- 1- : +
Gr Prcosd Gr Prcosd

*

l[ujyli S 0<p<tan(4800P)
5830

Les grandeurs * sont prises égales a 0 si le ggsidtleur
calcul conduit a un nombre négatif

(Hollands et al, 1976)

Relations simplifi€es pour de I'air & pression atsghérique

Géométrie Laminaire Turbulent
10°< GrPr> 18 GrPr>106
AD 1/4
Plaque ou cylindre vertical h :1’42[Tj h=1,31(A0)"
AD 1/4
Cylindre horizontal h :1’32[Ej h=1,24(A0)"
. . 1/4
Face supérieure d'une plaque horizontale _ A _ 3
chaude ou face inférieure d’'une plaque froide h=132 L h= 1’52(A9)1
Face inférieure d'une plaque chaude ou fage _ A0 _ A0
- ) ; h=0,59 — h=0,59 —
supérieure d'une plaque froide L
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A.6.1 : Abaques NUT = f( n) pour les échangeurs

C= Acmin
quax
Co-couran ‘ ~ Contre-couran _
’ /"‘"’ 100 :":>
o“g/j/ | “%ﬁ;‘:
A s —— - w0 %%ff\w |
/ r/ﬂ" /%/; L1
T //’ ’(;;r_ 60 ///
L2 = 7/
// T S %
1 =
/ 40
)
/ 20 /[
0 1 2 3 4 s ou 1 2 k3 4 s
NUT NUTmax
Echangeur 1-2 Echangeur 2-4
100
le /// CLQt//:’-‘""'—
At - . At T 1 |
vV
ar= 1 Joe T LT L
15 - ¢ L=
//// o «0 /// ]
] 7 1100 = /// -
// Pl = A/
o
4 S
/4 = w
/ /
/ il
0 1 ? 2 4 5 00 1 2 3 4 5
NUTma NUTmas

Courants croisés, 2 fluides non-brassés

Courants croisés, 1 fluide brassé

CLQ// -//-’_—’_—-H 0|""’ P //”"‘—’__—‘ 0'2_5
z — —F—4--4
// :’:Z//// " 80 @i" ! %f - :_—t:: (2)5_
2 Emm A e
%?'\/@/ w 0&;4/(71:‘/—‘ .
/
//// S /A
77% = L
/l 20 //
0
0 1 » - 4 s 0 1 ~ » a ]
NUT max NUTmas
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A.7 : Méthodes d’estimation de paramétres

Introduction

On réalise, a des instants N mesures\?i d'une grandeur Y dépendant de n paramétsesik ..., k, et

éventuellement du temps t. On suppose que I'onatble modele physique exact permettant de rigliealeur
de Y a celles des parametrgsks, ..., k, sous la forme Y= ky, ...k, t).

Exemples :
- Forme linéaire : Yt)=fk,t)=k+k t
- Forme exponentielle : Y(t) = f gkky, t) = ky exp(k t)

Le probléme posé est double :
- Trouver les valeurs de,kk,, ...k, telles que la courbe Y= f{kk,, ...k, t) représentau mieuxles N

couples de points expérimentau‘?(i [t
- Estimer la précision avec laquelle les valeyrkik ...k, sont estimées.

Un des probléemes annexes qui se pose est de anoisiitere dont la minimisation permettra d’affenque
les valeurs estiméesg, K, ...k, sont celles qui représentend mieux les points expérimentaux par la courbe

théorique.
L'idée la plus simple serait de choisir comme ceitta somme S des distances des points a la cthéteque

mais les écarts négatifs peuvent compenser des @caitifs et rendre ce critére inadapté ainsi rgpeésenté
sur la figure 1.

= S= izil:l(?i _Ymoq)zo

l mais mauvaise estimation

»
»

Figure 1 : Schématisation de la somme des écarts

Le critere le plus souvent retenu est la somme ® é@mrts quadratiques, soit la somme des carrés des
distances des points expérimentaux a la courbeiduéatel que représenté sur la figure 2.

D= gldiz = %—(?I _Ymoq )2

minimum, estimation correc

»
»

Figure 2 : Schématisation de la somme D des écardsiratiques

Plusieurs méthodes d’estimation vont étre décritepremiére : Moindres carrés linéaires ne s’gpglique

siles fonction{iJ sont indépendantes des K’est le cas du premier exemple (forme linéaina)s pas du
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second (forme exponentielle) c%ﬂ
1

J: ko kq exp(k, t) dépend dedet de k.

ok;
estimer en considérant la fonction g, (k;, t) = In[ f (ko, ki, t)]=In(Y) = In(ko) + ki t . On estimera alors les
parameétres Ingk et k.

. - N . of | . ., . .
On peut toutefois dans ce cas particulier se raméemes fonctlon{—J indépendantes des paramétres a

Il n'est cependant pas toujours possible de semarrea! cas de figure de fonctio(nsaf—J indépendantes des

ki, la méthodes des moindres carrés linéaires nest pas toujours applicable et il faudra alors rakexours a
d’autres méthodes : méthode itérative, du gradientjewton ou de Marquatrt.

Paramétres liés par une relation linéaire

On suppose dans ce paragraphe que les fon({tigLsJ sont indépendantes dgs k
ok;

Méthode des moindres carrés linéaires

Cas d'une relation linéaire : Y gk ki t

Considérons, a titre de démonstration de la métlde moindres carrés linéaires, une relation de typ
Y = kg + ki t ou kg et kg sont les constantes inconnues a estimer.

On dispose de N coupleé?( t) de points expérimentaux et I'on cherche a estlperaleurs degket k qui

minimisent le critéreD = Zdz soit D = Z( —ko -kt )7
i=1

Les valeurs dedet kg qui minimisent D sont telles quea—D =0 et 6—D =0
ok, ok
Soit : B o3 -[¥, -k +kt]_—zz[Y (kg +k,t)
ok, |—
a—D:—zz t. [V, = (ky +k,t)]
ok,

N N N
ko et kg sont donc tels que : > [YI k +k t)] 0 ou Nk, +k12ti Y,
i=1 i i=1

N N
>t [V - (ko +k,t)]=0 ou K, zt +k zt =3t V.
) _

Que 'on peut écrire sous forme matriciell

i=1 i=1 i=1
On en déduit :

N 5N~ N N . N N N |
DA RDI AEDN DN Nt Yi—2t2 Y

K. = i=1 i=1 i=1 =1 K, = i=1 i=l i=

0 N L, (N2 1 N N )2 (€]
NZt _(Ztl NZtiZ—[Ztij
i=1 i=1 i=1 i=1
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Cas général

Supposons que la relation liant Y aux paramétrgs Ks...k, a déterminer soit de la forme
Y moa= T (Ko, Ky, ....Kq, t) On peut écrire sous forme d’'un développemientd au premier ordre :

dv(t) = %[iJ dk,
=0 ok, ).

n
Onendéduity, =Y +e, =Y +Z(iJ &,
=0 ok; t;

Soit sous forme matricielle pour les N mesures :

(i] (i} (ﬂ]
o oko ), \oky ), ok, ),
C (i} (i} (ﬂ] ko
=| Ko t oky b ok t, | X , onnotera [B]:
Yn-Yu o "
of | | of o
o) L) * ),
- -~ — o
[ev] [X] (ed]

La matrice [X] est appelée la matrice de sensibilit

Si les conditions suivantes sont remplies :

La matrice de sensibilité [X] est indépendanteadmatrice [B]

La mesure ou I'estimation de Y est sans biais erle moyenne nulle).
Le vecteur [B] est constant et inconnu avant estima

La matrice [X] est connue sans erreur (incertitowalée surj)

L'erreur de mesure ou d'estimation suest d’écart type constant connu (& une constantiplicative
pres).

arwdPE

Alors une estimation de la matrice [B] peut étreeabe par :

[B]=[X' X [X'TY] )

Cette estimation minimise I'écart quadratiqu® = [\? —Y]t [\? —Y], soit la somme des carrés des distances

des points expérimentaux a la courbe (droite) égtir’est la formule de « régression linéaire ksag par les
tableurs et les calculatrices. On pourra vérifige ¢p relation (3) permet bien de retrouver lesltéts obtenus
au 82.1.1.1 dans le cas d'une relation de la fo¥freky + ki t.

Si I'incertitude (ou I'écart type de I'erreur) desgure ou d’estimation de toutes les valeurs mesu?‘éeest

identique et a pour valewy, on peut estimer I'écart type de l'erreur surtlieation des parameétres, k
Kiyerooeiinenns, k, al'aide de la formule :

©)
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Les variables®, ay, ..... an représentent respectivement les carrés des égaesde I'erreur d’estimation de

Ces valeurs ne doivent pas étre confondues aveaelficient de régression calculé par les prograsnde
régression linéaire qui donne des informationslaumaniére dont les points sont dispersés autola deurbe
estimée mais pas sur la fiabilité de I'estimatidntitre d'exemple, une régression linéaire surxdpaints
conduira a un coefficient de régression de 1 ménes sleux points sont connus avec une incertitaldgive de
100% ! L'application de la formule précédente pdrme contraire de définir un intervalle de confiardes
valeurs estimées tenant compte de la fiabilitéhdgae point expérimental ayant servi a I'estimation

Remarques :
- Laméthode ne s'applique qui si la matric&{pest inversible.
- Dans le cas ou I'on recherche une relation de pgbgomiale : Yog= ko + kit +........ +k, t", la matrice
de sensibilité [X] s’écrit simplement :

x]-

Parametres liés par une relation non-linéaire

Le probléme a résoudre est le suivant : trouvevdésurs des parameétres ky, ...k, tels que la courbe modéle
Y mod= f (Ko, ki, ...kn, t) représente au mieux N couples de points exgdriaux D?i 1. La forme de la fonction
f est supposée connue, les parameétgeki k. ..k, sont inconnus et a déterminer. On se place i@ tagas ou

. of - . . s

les fonctlon{—J ne sont pas indépendantes ded&kméthode des moindres carrés linéaires negbers
i

pas s'appliquer. On minimisera toujours dans cesgitila somme D des écarts quadratiques non pésdéire

les points expérimentaux et théoriques. On vervgefois que I'on peut toutefois évaluer la prégisavec

laquelle les parametres inconnus ont été déterminés

Méthode du gradient

C’est une méthode itérative détaillée entre aygeesTrigeassou. On suppose comme dans les casignécé
gue I'on dispose de N coupleﬁ’i[,ti] de points expérimentaux. On connait la formeieitplde la fonction non

linéaire liant ces points dans laquelle figurepapametres inconnus a déterminemodt) = f (ko, Ku,..., Ky, t).
On note D la somme des écarts quadratiques estoelebes expérimentales et simulées :

Nra 2
D:i:Zl[Y(ti)—Y(ti)]

Dans la méthode du gradient, la matrice [B] dearpetres inconnus se calcule de maniére itérative pa

e
3K,
L)

[B.,]=[B]- % avec . a—D:‘Zg[\?(ti)‘Y(ti)]a_Y(ti) 4
ok i=1 ok,

oD

_akp_
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ol Y(t,)et 6—Y(ti) sont calculés avec les valeugs Kij,......Koj.

ok,

A estun nombre positif  dont le choix est importdents la stabilité de la méthode. Si la méthodergiyel

faut réessayer avec une autre valeuk d€et inconvénient associé au fait que la méthadgrddient est une
méthode d’ordre 1 lui fait souvent préférer la roéithde Newton.

Méthode de Newton

C’est également une méthode itérative mais d'ofdr@étaillée entre autres par Trigeassou. On suppose
comme dans les cas précédents que I'on dispose adeiples D?i ti] de points expérimentaux. On connait la

forme explicite de la fonction non linéaire liargscpoints dans laquelle figurent p paramétres mesra
determiner : Y(t) = f (§ k..., ky, 1).

Dans la méthode de Newton, la matrice [B] des patas inconnus;lse calcule de maniere itérative par :

9D  9%D o0 |
T e oD
ok, ok, ok, ok, 0k, —
ok
9°D 9°D 0°D 0
o i o o
[Bi+1]:[Bi]_ o OEa 1 o :l 0 pia ! :[Bi]_[D ] [D] (5)
2 2 2 —
0°D 0°D 0 I32 ok, |
| 0ky 0k, Ok, ok ok, |
La matrice [D"] est appelée le Hessien du criterenthimisation, avec comme précédemment :
oD N T oY
_(ti):_z _Zl[Y(ti)_Y(ti)]_(ti)
1=
ok ok, ©6)
0°D NoQY [\ Y Nro 0%y
(ti):Z_Z _(ti)_(ti)_ZZ[Y(ti)_Y(ti)] (ti)
ok, ok, =L ok ok, i=1 ok ok,

En pratique on néglige le second terme devanteier (approximation de Gauss-Newton) et on calesle
termes du pseudo-hessien par :

9°D N aY oy aY
(ti)ZZZ _(ti)_(ti) (7)
K ok, S ook, ok,
2
o Y(t,), a—Y(ti) et 2 (t.) sontcalculés avec les valeuss kij,......ky;

ok, ok ; 9k,

Cette méthode n’est stable que si la matrice [Btdéfinie positive. Elle peut diverger si I'onpop loin de
la solution d'ou le soin particulier & apporter ewix des valeurs de départ qui pourra étre guatédes
considérations physiques. Cette méthode possadmiage de la rapidité et ne nécessite pas cantrait a la

méthode du gradient de choisir de maniére un gatraare un parametreX pour la méthode du gradient) dont
peut dépendre la convergence.
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Méthode de Marquart

La méthode du gradient permet de s’approcher gipisement du minimum de D que la méthode de Newton
lorsqu’on est loin de ce minimum mais converge fdugement lorsqu’on s'approche du minimum. Martaar
proposé un algorithme qui combine les avantagesieies méthodes. Il a proposé d'appliquer la méttdrle
Newton mais en remplacant la matrice D" du Hes$en pseudo-hessien) par la matrice A" définie de la
maniére suivante :

A"=D"+\ | (8)

Ou | est la matrice unité gtun paramétre auquel on attribuera les valeursstes :

- A =0,1 au départ par exemple.

- Aprés la ™ itération, on compare les valeurs de D(i) et D(iQi D(i) < D(i-1) alors on multiplie la
valeur de\ par 10 pour effectuer I'itération suivante. Sinon,reprend la®"itération aprés avoir divisé
la valeur de\ par 10.

Evaluation de la précision de I'estimation

La précision avec laguelle les paramétres inconnuété estimés par les différentes méthodes paEsepeut
étre évaluée de maniére approchée en supposala fpretion Ynog(Ko, ki, ...kn, t) est linéaire par rapport g k
ki, ...., ks surdes intervalles de tres faibles amplitudésuaudes valeurs optimales estimées. On utilises déo
relation (3) comme dans le cas de la méthode desdnes carrés linéaires.
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EXERCICES

Transfert de chaleur par conduction en régime perma  nent

1. Apport de chaleur dans une piéece climatisée

Les murs d’'une piece climatisée a 25°C sont cargstitles différentes couches suivantes de I'extéviens
lintérieur :
- 2 cm d’enduit en ciment
- 20 cm d'agglomérés creux
- 5 cm de polystyréne
- 1 cmde platre
La température extérieure est de 35°C, les coefici de convection externe et interne ont pouruvale
respectivesdr 10 W.n?.°Clet h=5 w.m?°CL.
1. Calculer la résistance thermique globale du mur.
2. Calculer le flux de chaleur entrant pour une serfie 40 rh
3. Calculer le colt journalier de la climatisationrésenté par les pertes a travers ces murs en éoasid
les données suivantes :
- Fonctionnement 8h par jour
- Efficacité de I'installation de climatisation égale
- Prix du kwh électrique égal 2 0,13 €
4. Calculer la température de la face intérieure da mu
5. Reprendre les questions 3 et 4 dans les deux isahtsi: 10 cm de polystyrene et pas de polystyrene
6. La consommation d’'un écran cathodique de PC edtb@%V, celle d'un écran plat est de 75W. En
supposant gu’il reste également allumé pendana8jopr, comparer I'effet du passage d’'une éparsseu
de polystyréne de 5 & 10 cm avec I'effet d'un cleamgnt d’écran. Quelle économie annuelle représente
un changement d’'écran ?

DonnéeS }\ agg|0mérés creux 0,5 W.ml.ocl f )\ enduit— 0,95 W.I’f]l.ocl,
)\ p|é[re: 1,2 W.ml.ocl, )\ po[ystyréne: 0,035 W.rﬁL.OCl.

2. Pertes thermiques d’'un oléoduc

Un oléoduc de diamétre 100/108 mm est isolé parcanehe de laine de verre d'épaisseur e = 50 nue et
conductivité thermiqua = 0,042 W.nt.K L la température d’entrée de I'huile est=T50°C, la température de
I'air extérieur est J = -15°C et le coefficient d’échange avec l'airéeigur i = 30 Wn?.K™! (vent fort). Si le
débit d’huile estm= 64kgs™, la chaleur massique de I'huilg< 2100 J.kg.K?, quelle est la température de
I'huile au bout d’'une longueur L =10 km ?

3. Epaisseur critique d’isolation

Soit un tube cylindrique de rayon interneet de rayon externe constitué d’'un matériau de conductivité
thermigueA;. Supposons que l'on veuille Iisoler avec un mamclle rayon externe et de conductivité
thermique\ ,. Soient het h les coefficients de transfert interne et externe.

1. Calculer larésistance thermique du tube seul.
2. Calculer la résistance thermique de I'ensemble tulpeanchon.
3. Deéterminer les conditions pour lesquelles I'adjarct’'un manchon permet bien de diminuer les pertes
thermiques.
Données :4=1,5¢cm A, =0,1 Wm'°C!: h,= 6 W n?°C?2
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4. Anémométrie a fil chaud

L'expérience montre gqu’'un conducteur filiforme fparcouru par un courant électrique et soumis a un
écoulement transversal d'un fluide atteint tresdement un état d'équilibre thermique sous l'infioe d’une
part de I'effet Joule et d’'autre part des pertestdgeur par conduction le long du fil et surtoat ponvection
sur la surface latérale du fil immergé dans led8uiSi le fil est chauffé modérément, I'effet dyoranement
thermique est négligeable par rapport a celui defaection. Ce principe est utilisé pour mesuagpdttir de la
variation du coefficient d’échange par convectignld vitesse du fluide & l'aide d'un dispositif &b
« anémometre a fil chaud ».

Considérons un fil cylindrique circulaire de diareet,, de longueur 2dont le coefficient de conductivité
thermigueA est constant et la résistivité électrigpefonction linéaire de la température T de sorte que
p=pe (L+BB) ouB8=T-T, etpe larésistivité du fil a la températurede référence. Ce fil est maintenu entre

deux bornes d'amenée du courant, massives et delegadimensions, de sorte que la température aux
extrémités du fil puisse étre considérée commeeégala température des bornes, elle-méme égale a la
température du fluide incident.. TLe coefficient d’échange par convection h eng€fllide incident a la
température Jet la surface latérale du fil immergé sera supposstant méme au voisinage des extrémités.
1. Silestl'intensité du courant parcourant le filrégime de fonctionnement normal, c’est a diredae
I'équilibre thermique du fil est atteint, détermiexpression du champ de température le longildu f
(la valeur de h reste supérieure & 4000 Ykit).
2. Calculer les pertes par conduction aux extrémitésildA partir de quelle longueurtg du fil peut-on
considérer que les pertes de chaleur par les até=du fil sont indépendantes de la longueur ?
3. Quand le fil parcouru par un courant d'intensitést placé dans un écoulement pour lequel le
coefficient d’échange par convection h est conalguder I'expression de la résistance électriquaduR

fil et en déduire I'expression d'une températureyemme 6 telle que R=R, (1+ B@) avec
_8pe
nd?

4. Dans la pratique, c'est le coefficient d’échangeqgaavection h que I'on désire mesurer. Cela exiue
possible par la mesure simultanée de l'intenségde la résistance R du fil. Déterminer le cogffit
d’échange par convection h a partir des grandeanactgristiques du fil & la températurg €t des
valeurs a I'équilibre de la résistance électriquat Re l'intensité du courant I.

5. Pour une intensité | = 60 mA, on a mesuré R/ReDB2,Que vaut le coefficient d’échange h ? Si I'on
admet que dans ces conditions expérimentales féoieat d’échange h (en WAK™) est donné en

fonction de la vitesse v (en ri)gar la relation h = 3945y 033 guelle est la vitesse de l'air ?

Données numériques :
d=510Fm ; t=5.10m ; p.=9,8.1Q.m ; B=3,8.10K?* ; A=70 wm'°C?

e

5. Paroi de conductivité variable

Une paroi plane est constituée d’un matériau homeg®nt le coefficient de conductivité thermiqueitpe
étre représenté park =g (1+aT), Ao étant la conductivité thermique & 0°C. Les facmst soumises aux
températures {let T.

1. Quelle est la densité de flux traversant le mupa'sseur e ?

2. Comment varie la température en fonction de x ?

3. Le flux est-il inférieur ou supérieur a celui cdicavech =Ag ?

4. Données : 7=20°C ; 5=35°C ;a = 0,005°¢; \g = 0,03 kcal.H.m*.°C?: e =20 cm.

6. Calcul d’'une ailette

Une ailette en aluminium de largeur 5 cm, de loogd® cm et d’épaisseur 3 mm est encastrée dangitn
La base de l'ailette est maintenue & 300°C, la éeatpre ambiante est de 30°C et le coefficientatesfert est
de 10 W.rif.°C™L.

1. Déterminer la température a I'extrémité de I'adedt le flux extrait par l'ailette si 'on néglides
gradients thermiques dans les sens de la largeer|&ipaisseur.
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On appelle efficacité de I'ailette le rapport duxflextrait sur le flux qui serait extrait par letle de
méme géométrie dont la température serait unif@nggale a la température de sa base. Calculer cett
efficacité.

Calculer I'erreur relative que I'on aurait commese considérant que la température de I'extrémité de
I'ailette était égale a la température ambiante.

Ecrire les équations & résoudre dans le cas odi#ohcompte d’'un gradient thermique dans le siens

la largeur de I'ailette.

7. Résistance thermique d’un tube aileté

Considérons un tube cylindrique circulaire en adeeconductivité thermiquke = 40 W.m“.K™%, de longueur
£ =3 m, de rayon intérieur;R 70 mm et de rayon extérieug R 80 mm. Il est parcouru par un écoulement
d'eau chaude a la température €f le coefficient d'échange interfacial intériewGté eau, est égal a
h = 250 W.n?.K 1. De I'air frais a la température €ircule axialement sur la surface extérieure ebkefficient
d’échange interfacial extérieur, coté air, est égal= 40 W.nm2.K %,

Afin d’accroitre le transfert de chaleur entre liest I'air, on décide de disposer des ailettesitadmales en
acier = 40 W.mt.KY),

1.

N

Les ailettes doivent-elles étre placées coté eawdt®uair ? Justifier leur implantation. Pour dasaons
aérodynamiques, leur nombre est fixé a 20. Elles smudées le long des génératrices du tube sig tou
la longueur | et régulierement espacées sur ldecdinecteur. Soient L leur hauteur et e leur &mais
supposée constante (ailette rectangulaire). Afimitémiser le poids de matiere premiére, on imgese
produit eL = 128 mrh

Déterminer les dimensions géométriques optimal@sedailette pour évacuer un flux maximum.

Quelle est I'efficacité totalg; de la surface munie d’ailettes ?

Remarque : Dans le calcul de la résistance thgmmiinterfaciale d'une paroi munie d’ailettes, la
surface dont il faut tenir compte est la surfageS our est I'efficacité totale et S la surface baignée
par le fluide.

Quelle est la résistance thermique totale enteeil&la températurg @t I'air extérieur a la température
Te? Donner le schéma électrique équivalent et discute

Quel est le flux de chaleur échangé entre I'ediaietsi T; — To = 60°C ? Comparer ce flux a celui qui
serait échangé par le méme dispositif non muniettes.

8. Chambre froide

On considére une chambre froide cubique de cGéént | = 3 m & une température intérieure de €1B&s
parois sont constituées de 15 cm de polystyréde &0 cm de béton. La température extérieure é35Ue, les
coefficients de transfert interne et externe vatespectivementsh= 15 W n? °Ct et h = 10 m? °CL. En
supposant que le sol est parfaitement isolé, ealteiflux de chaleur entrant dans I'enceinte.

9. Tubes enterrés

Deux tubes sont enterrés dans le sol et maintespsctivement a 300°C et a 125°C. Leurs diamétrésie
8 cm et de 16 cm, la distance entre leurs axedee$0d cm. Calculer le flux échangé par métre dgueur si la
conductivité thermique de la terre est de 0,7 W@ .
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Transfert de chaleur par conduction en régime trans itoire

10. Gel des conduites d’eau dans un sol sec

Dans l'installation des conduites d’'eau soutersifleest important de déterminer la profondeuaguklle
une variation de température a la surface du sfdiseentir pendant une période de 12 heures.aBacue la
température initiale du sol est de 4°C et quertgérature tombe brutalement & —4°C, détermineratopdeur
a laquelle pénétre la température du point de datigg. On considérera un sol sep= 1700 kg.n?;
C, =840 Jkg.K*'; A =0,4 WK™,

11. Isolation d’'une manipulation

On désire réaliser une manipulation Iégere (faifkgtie) de laboratoire devant se dérouler surlangue
période de temps a une température comprise ehtet 25°C. Ces conditions sont aisément remplies ta
journée ou la température se maintient autour d€ 2Gais la nuit, du fait de I'arrét du chauffagengient 12
heures, la température peut descendre & 10°C. #assion réaliser une régulation statique du systém
enfermant la manipulation dans une enceinte. Opodes de deux matériaux : un acier inoxydable et du
polystyréne expansé. Le coefficient d'échange hreeries parois de I'enceinte et I'ambiance est
h =10 W.n".°C*. Comment dimensionner de maniére raisonnablealesgde I'enceinte ?

Données : Acier inoxydablep:= 7700 kg.n? ; ¢, = 460 J.kg.K*; A =25 wmt.K™

Polystyréne p =50 kg.m®; ¢ = 1250 J.kg.K™*; A =0,04 W.m'.K ™.

12. Gel des conduites d’eau dans un sol humide

on reprend I'exercice 10 dans le cas ou le solheshide p= 1700 kg.I?; G =840 Jkg.K?;
A =0,4 W.mbtK?) et contient w = 10% d’eau en masse. La chalefusien de la glace est £ 333 kJ.kg.
1. Ecrire le probleme a résoudre dans les zones gléex < X(t)) et non gelée (X(t) < x), les condits
aux limites en x = 0 et oo et les conditions a vérifier a I'interface X(t)temles deux zones.
2. Montrer que l'on peut chercher la solution pour deamp de température sous la forme:

T-To e
T - 2\/_

T-T
O —B|1-erf dans la zone non gelée
Tt —To 2\/_

ou x est la profondeur calculée a partir de laagérfdu sol, T= 4°C la température initiale du sol,
T; =0°C la température de congélation et a la difftssthermique de sol. A et B sont des constantes a
déterminer.

3. En considérant les conditions a I'interface X(thntrer que nécessairemexft 26J_t oud est une
1 6

2lert(5)  explo?)[1-erf(d)]

T -T w L
Ou 6=——F et Sn=———1 estle nombre de Stephan-Neumann.
T —To cp (T =To)

J dans la zone gelée

constante vérifiant I'équation transcend ant&tSnd = p(
expd

4. Résoudre I'équation transcendante précédente @osant a priord petit.
5. Déterminer la profondeur a laquelle pénétre la &satpre du point de congélation.
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13. Paroi coupe-feu

Une paroi coupe-feu doit répondre aux exigencesntes : a partir de la température ambiante, siodé
chaud, la température s’accroit soudainement deKy @®température du coté froid ne doit pas modeeplus
de 140 K. Quelle doit &tre I'épaisseur de la péeidiffusivité thermique a = 5.170v7.s*) pour répondre & cette
condition au bout de respectivement 3, 6 ou 12dsRr

14. Incendie d’'une poutre en bois

Pour lutter contre les incendies, il est nécesshreonnaitre comment des poutres en bois peuvppoger
le feu avant de s’enflammer. Les poutres sont lesgle section droite 100 x 100 fet initialement a la
température uniforme de 16°C. A l'instant ou sdatécle feu, les poutres sont exposées a une tatopérde
650°C et le coefficient de transfert convectif véwt 12 W n? °C. Evaluer le temps avant que le bois
n'atteigne sa température d’inflammation de 427°Ces propriétés physiques du bois sont les suisante
p =800 kg.m?; cp = 2400 J.kgK™*: A =0,3 W.mt.K™,

15. Traitement thermique d’un train d’atterrissage

Le traitement thermique d'un train d'atterrissagesiste a refroidir rapidement la piéce pour obtane
structure métallique et des caractéristiques meuasi satisfaisantes. On sait par ailleurs queriactate
obtenue est satisfaisante pour tout point ayaeinatbu dépassé une vitesse de refroidissemergueride
800 °C.& au voisinage de 250 °C. Quelle est I'épaisseua deuche traitée thermiquement si I'on admet gue |
refroidissement est réalisé en imposant une teryséraonstante de 20°C a la surface de la pietial@ment
portée a la température uniforme de 470°C ? Leepdst en aluminium et on I'assimilera a un cykénde 60
cm de diamétre et de 3 m de haut. On aborderalesis en supposant I'épaisseur de la couchedragé petite
devant le rayon du cylindre (on vérifiera cette dtiygse a posteriori).

16. Modélisation du plan chaud

Le but de la méthode du plan chaud est de mebeffeisivité thermique d’'un matériau. La méthodensiste
a insérer un élément chauffant plan dont on melévelution de la température entre deux échamtdlale
grande épaisseur du matériau a caractériser. Genligiie un échelon de tension qui provoque le dggagt
d’'un flux de chaleu,. La chaleur produite diffuse dans les échantillen®n enregistre I'évolution de la
température T(t) de I'élément chauffant au coursedups.

1. Ecrire a l'aide de la méthode des quadripbles Fesgion de la transformée de Laplace de cette
température. On considérera que la températurendsrme dans I'élément chauffant de masse 2m et de
capacité calorifique c et que tout le flux est pribdur sa surface médiane ; on notera Rc la aésist
thermique de contact entre I'élément chauffana soinde.

2. Etudier en utilisant des développements limitésctamportements asymptotiques de cette température.
En déduire une méthode simple de déterminatiofetfedivité.

3. Estimer les valeurs de E, Rc et mc a partir duntbgramme ci-dessous (représenté dans plusieurs
systémes d’'axes) obtenu sur du PVC d'épaisseur 1cm.

4. Montrer qu'au bout de 60 s la condition du mili@mginfini est toujours valable. On supposera que |
face non chauffée de I'échantillon est parfaitenisoite.

5. Ecrire la matrice de sensibilité pour une relatinéaire ent = t?de la forme T¢) = ko +ky T et calculer
la matrice de covariance des erreurs d’estimaioly dt de k.

6. Endéduire I'écart type de 'erreur d’estimatiur E si I'écart type sur les mesures de tempéraisirde
0,05°C et en supposant que I'approximation réahséemps longs n’induit pas de biais (modele gxact

Données : Elément chauffant de surface 20,3 dm résistance électrigue R =4@5 alimenté sous une
tension U = 6V. Diffusivité thermique du PVC meseipar méthode Flash : a = 1,2 16.s™.
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17. Modélisation du fil chaud

Le but de la méthode du fil chaud est de mesw@arohductivité thermique d’'un matériau. La méthode
consiste a insérer un fil chauffant dont on meBé&welution de la température entre deux échamtdlde grande
épaisseur du matériau a caractériser. On lui enwoiéchelon de tension qui provoque le dégagememtfldix
de chaleurp,. La chaleur produite diffuse radialement dansélgsantillons et on enregistre I'évolution de la
température Jt) de I'élément chauffant au cours du temps.

La modélisation de ce transfert de chaleur permaatadculer I'évolution de la température T(t) antce de
I'échantillon. On applique une méthode d'estimatile parameétres pour calculer les valeurs de :

- La conductivité thermiqua,

- La capacitance thermique (rady fil chauffant,

- Larésistance de contact &I'interface fil/échantillon,
qui minimisent I'écart entre les courbes T (tttigues et () expérimentales.

1. Ecrire a l'aide de la méthode des quadripbles tesgion de la transformée de Laplace de cette
température. On considérera que la températutmigstme dans I'élément chauffant.

2. Etudier en utilisant des développements limitésteaportements asymptotiques de cette température.
En déduire une méthode simple de déterminatioa deriductivité thermique.
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Transfert de chaleur par rayonnement

18. Eclairement solaire

En supposant que le soleil rayonne comme un caipsifia température de 5762 K et en ne considérat
les échanges radiatifs Terre / Soleil :
1. Calculer la fraction de flux émise dans le domaueayonnement visible.
2. Calculer I'éclairement solaire sur Z e la surface de la terre.
3. Calculer la température moyenne de la terre.
Données : Rayon du Soleil : 696 700 km ; Distareree / Soleil : 149 637 000 km.

19. Transmission du rayonnement

Une plaque de verre de 100%est utilisée pour observer le rayonnement provediian four. Le facteur de
transmission du verre est nul excepté dans la l@&a2de 3,5um ou il vaut 0,8. Le facteur d’émission est pris
€gal a 0,3 jusqu’a 3am et 0,9 au-dela. En admettant que le four esbrpsmoir a 1800°C, calculer I'énergie
totale absorbée par le verre et I'énergie transmise

20. Rayonnement dans un four
Quel est le flux de chaleur par métre de longuewrrgcoit un tube en métal de 8 cm de diamétreieuté
200°C placé dans un tunnel en briques réfractaife®)0°C, ce tunnel ayant une section

1. Trés grande par rapport au diametre du tube.
2. Carrée de 12 cm de coté.

21. Influence du rayonnement sur les mesures daperature

1. Unthermometre de diamétreayant une émissivitg = 0,8 est utilisé pour mesurer la température d'un
gaz transparent s'écoulant dans une grande cormftuitées parois sont & 250°C. La températureeréell

du gaz est 500°C.

2. Calculer la température indiquée par le thermonsaohant que le coefficient d'échange convectif est

de 122 Wrif°C™.
3. Recalculer cette température si le thermométneestivert de papier d’aluminium d'émissivité 0,1.

On considére maintenant que le thermométre précé&derprotégé contre le rayonnement par un écran

cylindriqgue mince de diametrg d 4 d et de facteur d'émissioge = 0,3. En admettant poury, TTgy, € et h
les mémes valeurs numériques qu'en a) et po(aokfficient de transfert par convection sur cleagaté de
I'écran) la valeur 114 WHC?, évaluer la nouvelle valeur de la températurigjinge par le thermométre.

22. Echange radiatif dans un local

1. Un local parallélépipédique de dimensions 6 x 4,%ursol par 3 m de hauteur est chauffé par son

plancher porté a 35°C. Les murs et le plafond €&t&@°C, évaluer le flux net échangé :
- Entre le plancher et un élément de surface déglané au centre du plafond.
- Entre le plancher et le plafond.

- Entre le plancher et I'ensemble des murs et dwpthf

2. On considere maintenant que le local a des mufaijganent isolés. Le sol est a 35°C, le plafond a
20°C. Calculer le flux radiatif net échangé enteplancher et le plafond ainsi que la température,

supposeée uniforme, de la surface intérieure deseqoars verticaux
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23. Refroidissement d’un théiere

Une théiere a la forme d’'un cylindre de hauteur 20=cm et de diamétre D = 10 cm. Elle est poséaisur
support en liege d'épaisseur 2 cm que I'on considécomme parfaitement isolant. On la remplit aleteau
bouillante & la température T = 100°C. La tempéeaties parois de la théiére sera supposée égalfa apres
remplissage par I'eau. La température du milieurenmant est J; = 25°C. L'émissivité des parois est égale a
0,8. On considérera que lors du refroidissementtdegpératures de I'eau et de la paroi restent €getle
uniformes.

1. Calculer le flux de chaleur perdu par convecticiragle juste apres remplissage.

2. Calculer le coefficient d'échange eéquivalent payormement et le flux de chaleur perdu par
rayonnement juste apres remplissage.

3. En supposant les coefficients de transfert corstaatculer le temps au bout duquel la températare
I'eau sera égale a 50°C.

4. Vérifier la validité des hypothéses :

- Pertes par le fond négligeables,
- Coefficient de rayonnement constant.

5. Reprendre le calcul si la théiere est réfléchissdi@missivité 0,1.

6. Reprendre le calcul des pertes globales si lesspsont constituées de deux cylindres métalliques ¢
axiaux d'émissivité 0,1 pour les surfaces intésuet de 0,8 pour la surface externe et de diameétre
respectifs 0,2m et 0,21m (type vase Dewar). Oralisé2un vide pousseé entre les deux cylindres qui
permet d’abaisser le coefficient de convectiorbaW,m?.°C™. On considérera que la température de la
paroi externe est peu différente de la températumilieu environnant. On justifiera cette hypothés
posteriori.

Données : Coefficient d’échange par convectionreituentre la théiere et l'air ;d= 10 W.n¥.°ct

24. Rayonnement de gaz

Un mélange de 40% de G& 60% de KO en volume est contenu dans une enceinte cub&entdde coté,
le melange est a 1 atm et a 800 K. Les paroisateeinte sont a 400 K et ont une emissajte 0,8. Calculer
le flux de refroidissement nécessaire pour maintesiparois a 400 K.

25. Capteur solaire couvert

Une tdle noircie de dimensions 2 m x 1m, d’'épaisgaible, isolée par 5 cm de polystyréne sur sa& fac
inférieure est exposée a un ensoleillement de 808A\La température extérieure est de 28°C, la vitdsse
vent est de 2 mi’s La température de rayonnement du ciel est égE6@.

1. Calculer la température atteinte par la t6le si he tient pas compte de la convection.

2. La vitesse du vent créé une convection forcée dfficent donné par :\a¢= 5,7 + 3,8 e Calculer
la température de la tble en prenant en compigel¢as convectives.

3. Calculer les pertes conductives vers le bas edeparer aux pertes globales vers le haut.

4. Calculer le coefficient global (convection + rayenment) de pertes vers le haut.

5. On fait circuler dans I'espace de 1lcm entre la #ilde polystyréene un débit d’eau entrant a la
température de 20°C avec une vitesse de 0,3. @alculer le coefficient d'échange par convection
entre I'eau et la tole.

6. Calculer la température de sortie de I'eau si Bappose que le coefficient global de pertes vensug
est de 18 W.rA°C™.

7. On réalise un capteur solaire couvert en placaatvitre au-dessus de la tdle. On suppose queréa vit
est entierement opaque vis-a-vis du rayonneme(k IR2,5um) et entierement transparente vis-a-vis
du rayonnement solaira € 2,5um). Expliquer en établissant le bilan thermiquéad@le avec et sans
vitre pourquoi le coefficient global de pertes deapteur couvert est inférieur a celui d'un capteun
couvert.

Reprendre la question 6 en considérant un coeffigiebal de pertes de 8 WIAC™.
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Transfert de chaleur par convection

26. Isolation d’'une conduite

De I'eau glacée a 8°C circule a la vitesse de Qs5 nl'intérieur d’'un tube en acier de diamétres ZQOtn.
Ce tuyau est isolé par une couche d'isolant de d0d"@paisseur. La température de I'air ambiantgsie a
25°C. La longueur du tuyau est de 30 métres.

1. Calculer la valeur du coefficient de convectiorine hsi la vitesse de I'eau est de 1 th.s
2. Calculer le flux de chaleur gagné par le tube.
3. Calculer la température interne du tube.
4. Calculer I'échauffement de I'eau lors de son passims le tube.
Données : Coefficient de convection exterge h0 W n?°C* , Aisoiant= 0,35 W.m'.°C2.

27. Ecoulement sur une plaque

Un fluide s’écoule parallélement & une paroi plde®,4 m de long et de 0,1 m de large. Hors delahe
limite, la vitesse est de 1 ri.t la température du fluide est supérieure de Z0PCtempérature de la paroi
supposée constante.

1. Calculer et comparer les coefficients de translertonvection locaux obtenus pour l'air et pouad'e
en x=0,1m.

2. Calculer les coefficients de transfert de convectimyens obtenus pour I'air et pour I'eau entrex =
et x=0,1m.

3. Calculer les coefficients de transfert de convexcglocal et moyen) obtenus en x = 0,2 m avec deil'e
circulant a la vitesse de 10 m.<Comparer avec les coefficients obtenus en x rOfuUr une vitesse
d’écoulement d’eau de 1rits

4. Calculer la force locale et moyenne exercée pdiulde sur la paroi en x = 0,2 m dans le cas d'un
écoulement d’eau a une vitesse de 1'm.s

5. Quelle devrait-étre la vitesse de circulation d& lpour que le régime devienne turbulent sur faipa

28. Echauffement de I'air dans un capteur solaire

De l'air circule un capteur solaire ayant la forden un conduit rectangulaire de largeur 1 m, detdar
10 cm et de longueur 6 m. La vitesse de l'aidest m.g, satempérature de 30°C.

1. Calculer le coefficient de transfert par convectimtre l'air et la paroi supérieure du conduit.

2. Le conduit est dans un caisson isolé surmonté diiireece qui permet de maintenir la paroi supégeu
a 50°C en période d’ensoleillement. Calculer |l fachangé avec la paroi supérieure si celle-ci est
maintenue a 50°C et si les autres parois sontifgarfant isolées.

3. Calculer la température de sortie de l'air.

4. Reprendre le calcul si la largeur est de 2m etrigdeur de 3m. Quelle est la meilleure géomeétrie ?

29. Refroidissement d’eau dans un tube

Une conduite en acier inoxydable de diametre etérd = 30 mm et de diametre extérieur=d40 mm est
parcourue par un courant d’eau a la vitesse moydarem.3 et & la température de 80°C. Sa paroi interne est
recouverte d’'un mince dépdt conduisant & une agsist thermique de 2.2an?.°C.W! appelée résistance
thermique d’encrassement. A I'extérieur du tubeidiacircule normalement a la conduite de I'aia &itesse de
8 m.s! et & la température de 20°C.

1. Calculer les coefficients d’échange par convedtitérieur het extérieur

2. Calculer chaque résistance thermique séparantdiedair et donner le schéma électrique équivalent

3. Calculer la température sur la partie externe dabtdét sur les parois externes et internes du tube
d’acier.

4. Calculer le refroidissement subi par I'eau aprépancours de 10 m dans le tube si la température de
I'air reste constante. Qu’en pensez-vous si leebtitle refroidir 'eau ?
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30. Convection naturelle sur une plaque

De l'air a 16°C est au contact d'une plaplaae verticale de hauteur L maintenue a 60°C.

1.

2.

Tracer la courbe donnant les variations du cciefft de convection naturellg &vec la hauteur L de
la plaque dans le domaine 0 - 1 m.
Comparer les valeurs de h ainsi trouvées avecscdiis formules approchées suivantes applicables
pour de l'air & température ordinaire et a lagiomsatmosphérique normale :
a. laminaire : b=1,42 AT /L)°*®
b. turbulent : b=1,31 AT)%
Pour les mémes conditions de température (onosepples parois de I'enceinte a 16°C), on
determinera le coefficient superficiel de rayement hen fonction de, coefficient total d'émission
de la plaque.
h,

C

Pour une plaque de hauteur L = 0,6 m, on tracerauebe :f(sp) . Conclusion ?

31. Convection avec condensation

Déterminer le coefficient d'échange vapeuripdars de la condensation de 60 k§de vapeur d'un
fluide synthétique pour le transfert de chaleurwsutube de 60 mm de diametre extérieur et 1,5 tordp Le
fluide a les caractéristiques suivantes & la teatyr de paroi (264°C) :

A =0,15 kcal.i.°C* ; p =0,3.10° Pl ; p = 850 kg.rt ; AH = 60 kcal kgt
Température de rosée : 320°C.
On déterminera h successivement pour un tube aketigpour un tube horizontal.
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32. Echangeurs en série

De I'acide sulfurique circule avec un débit de 4%@0h dans un circuit qui comprend deux réservoirs en
série ou il est en contact, par agitation, avec stepentins a contre-courant de l'acide. Sachaetlguf’
réservoir traversé par I'acide a un coefficientbglode transfert ih= 1000 kcal # m?°C? et le second un
coefficient b = 630 kcal.H.m2.°C?, calculer la surface totale de refroidissement.

Données :

- Acide sulfurique : g= 0,36 kcakg'.°C*
- Les températures aux différents points du cirauit sndiquées dans le schéma ci-apres :

Acide a 174°C » Eau a 80

A 4

A 4

88°C
Eau a 20°C
Acide a 45°C

A

33. Association optimale d’échangeurs

Un échangeur tubulaire & contre-courant est utitisér chauffer 1,25 kg’sd’eau de 35 a 90°C en
refroidissant une huile {& 2,0 kJ.kg.°C™") de 150 a 85°C. Le coefficient global de transfierf’échangeur est
h =850 W nif °C™.

On veut comparer les performances de cet échangeuarcelles de deux petits échangeurs a contresaipur
les circuits d’eau étant placés en série et leslitir d’huile en paralléle :

Huile a 150°C

A A

A 4

—» Echangeur 1 Echangeur 2 —— Eaua80°C

v
Huile a 85°C

Le débit d’huile est le méme dans les deux petitségeurs. Le coefficient global de transfert gatedment
identique et vaut h = 850 WHtC.
Si le nf d’'un petit échangeur colte 20% de plus quefldurgrand échangeur, quelle est la solution la plus
économique : un grand échangeur ou deux petits ?

34. Comparaison de différents types d’échangeurs

Déterminer pour chacun des cas suivants la surfééehange nécessaire pour refroidir en continu
30000 kg.H d’'une solution de 66°C a 39°C en utilisant 2959081k d’eau de refroidissement & une température
de 12°C.
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Echangeur tubulaire simple a co-courant

Echangeur tubulaire simple a contre-courant

Echangeur de type 1-2

Echangeur de type 2-4

Echangeur a courants croisés a 2 fluides non lsrassé

Données : Esoution= 0,9 kcal.kgh.°C™; coefficient global de transfert : h = 2100 Kealm2.°C*

oW

35. Echangeur récupérateur d’énergie

Lair vicié extrait d’un batiment & 20°C a raiso@ 50 000 kg1 traverse un échangeur économiseur servant
a pré-refroidir I'air neuf admis avec un débit itlgne. L'échangeur est un appareil a plaques plaies
courants croisés sans brassage. Sa surface d’échangde 50 fret son coefficient global de transfert est de
20 W.nf.°C™.
1. Calculer l'efficacité de I'échangeur et la températde sortie de I'air neuf si sa température ddnest
de 35°C.
2. Calculer la température de sortie de I'air vicidagbuissance thermique récupérée dans cet échrangeu

36. Encrassement d’un échangeur

Apres un essai de fonctionnement fait sur un éehang un passage en enveloppe et deux passagdsesn t
on dispose des données suivantes :
- Intérieur des tubes : huile en écoulement turbulent
débit = 2270 kgh; = 0,5 kcal.kg.°C?, Benree= 71°C ; Bsoriie= 38°C.
- Extérieur des tubes : ealeniree = 16°C ; Bsorie= 27°C.
On souhaite prédire le fonctionnement de cet échanavec un débit d’huile réduit au % du précédenine
température d'entrée de 98°C. Calculer la tempegate sortie d’huile pour un débit et une tempéeati'eau
identique. On supposera que le coefficient de teainsdté huile est faible devant celui c6té eau.

37. Calcul d’'un échangeur a courants croisés

On souhaite dimensionner un échangeur gaz-liquideudiants croisés parcouru par un débit d’eau de
8,33 kg.8 que I'on chauffe de 20 & 90°C & partir de 41,68 kd/air & 300°C.

On dispose pour cela de tubes de diamétre extd&eamm et d’épaisseur 5 mm que I'on souhaite maeier
guinconce équilatere avec un entraxe de 75 mmul&éaule a lintérieur des tubes et I'air chaudcale
perpendiculairement aux tubes.

Calculer pour une longueur maximale de tubes de 6 m

1. Le nombre de nappes de tubes.
2. Le nombre de tubes par nappe.

Yves Jannot 159



